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Vorwort zur 5. Auflage 


Es ist mir ein Anliegen, auch im Vorwort zur nunmehr fünften Auflage dieses 
Lehrbuches meines Koautors, Lehrers und Freundes. Roman Ulrich Sexl. zu 
gedenken. Ich zitiere daher zunächst aus meinem Vorwort zur dritten Auflage. 

Am 10. Juli 1986 ist R.U. Sexl nach fast einjährigen Leiden verschieden. 
Nachrufe betreffend Person und Wirken sind an mehreren Stellen erschienen. ! 
So möchte ich hier nur die entscheidende Rolle hervorstreichen, die Sex! bei der 
Genesis dieses Buches hatte. 

Gleich zu Beginn seiner Vorlesungstätigkeit zur Allgemeinen Relativitäts- 
theorie ist ihm das Fehlen zeitgemäßer deutschsprachiger Lehrbücher zu diesem 
Thema klargeworden. und der B.1.-Verlag hat auch auf seine Initiative sofort 
positiv reagiert - in der Tat so schnell, dass ohne Ko-Autor der gewünsch- 
te Termin nicht zu halten war. Verlagsinterne Umschichtungen brachten eine 
nützliche Vezögerung: sie gab Gelegenheit, neuere Ergebnisse über Schwarze 
Löcher zu verarbeiten. 

Wesentlich für Sexis Funktion als Motor des Projekts war sein Sinn für 
praktische Kompromisse und sein waches Interesse an Neuentwicklungen zu- 
sammen mit einer erstaunlichen Fähigkeit und Sicherheit. die Bedeutung und 
Tragweite derselben einzuschätzen. Dabei hat sich der Theoretiker dem Ex- 
periment immer mehr zugewandt. So hat er auch in der zweiten Auflage die 
undankbare Aufgabe des experimentellen .updating‘ übernommen. während die 
theoretischen Ergänzungen von mir stammen. 

Sein erwachendes Interesse für die Rolle des Computers konnte in diesem 
Werk keinen Niederschlag mehr finden: spätere Auflagen zu seinen Lebzeiten 
hätten davon zweifellos Zeugnis abgelegt. dem Leser die entsprechenden Per- 
spektiven eröffnend. 

Die vorliegende fünfte Auflage basiert auf der E'TEX-Version. die von Herrn 
Dr. Franz Hinterleitner für die vierte Auflage anläßlich der Übernahme des 
Werkes vom BI Wissenschaftsverlag in den Spektrum Akademischen Verlag 
angefertigt wurde. Für die Mithilfe bei der weiteren Computer-Adaption des 
Text- und Abbildungsmaterials bin ich Herrn Prof. Helmut Kühnelt und Herrn 


iWiss. Nachr.. Jan. 87: Eur. J. Phys. 8.58 (1987): Phys. Bl. 42, 390 (1986): PhuD 4. 257 
(1986): GRG 19. 6.19 (19871. 


cand. mag. Ulrich Kiermayr zu größtem Dank verpflichtet. wiewohl die Ver- 
antwortung für sämtliche Mängel selbstverständlich allein bei mir liegt. Dies- 
bezüglich möchte ich mich bei allen Leserinnen und Lesern für Fehlermeldun- 
gen und Anregungen in Vergangenheit und Zukunft sehr bedanken: die heutige 
elektronische Kommunikation würde es erlauben. daß mir solche Meldungen 
auf helmuth.urbantke agalileo.thp.univie.ac.at zukommen. von mir gesammelt 
werden, und Korrekturen dann über ein link bereits auf der homepage meines 
Instituts, http: /www.thp.univie.ac.at/. zugänglich sind. bevor sie noch in der 
nächsten Auflage berücksichtigt werden. Angemerkt sei jedoch. daß die neue 
Orthographie noch nicht in das Werk übernommen wurde. 

Anläßlich der Umarbeitungen für diese Auflage konnten eine ganze Reihe 
von Fehlern in der letzten beseitigt werden. ebenso einige Unklarheiten. Vor 
allem aber konnte die neue Situation in der Kosmologie {unter Mithilfe von 


Prof. Helmut Rumpf) bereits voll berücksichtigt werden: es ist zu hoffen. daß 


die Zukunft eher eine Konsolidierung als eine abermalige Trendumkehr bringen 
wird. Von einer Beschreibung 


der allerneuesten Spekulationen über die ersten 
107 Sekunden des Universums (alte. neue, chaotische Inflation. ekpyrotisches. 
zyklisches Universum, pre-big-bang-scenario etc.) habe ich aber abgesehen. 

Leser, die aus der Richtung Elementarteilchenphysik kommen, möchte ich 
hier ausdrücklich auf das (bereits in der 2. Auflage aufgenommene) Kapitel 11 
aufmerksam machen: es scheint von der bisherigen Leserschaft relativ wenig 
wahrgenommen worden zu sein! 

Ich hoffe weiterhin, auch in dieser Auflage des Buches den Stempel. den 


ihm R.U. Sex! gegeben hat, trotz unserer im Detail eher komplementären 
Neigungen nicht ungebührlich verwischt zu haben. 


Wien. im Juni 2002 Helmuth K. Urbantke 


Vorwort zur 2. Auflage 


In den letzten beiden Jahrzehnten hat sich di 
Bar tel g i u 
tivitätstheorie innerhalb der G kw Eee Den 


Teilchen „vereinheitlichten“ Theorien der 
y . die große formale Ähnlichkeiten 


vı 


Die vorliegende Einführung in die Einsteinsche Gravitationstheorie ist aus 
einem von den Autoren am Institut für Theoretische Physik der Universität Wi- 
en mehrfach gehaltenen Vorlesungszyklus entstanden. Dabei sollen die ersten 
sechs Kapitel des Buches einen Überblick über die ..klassischen” Resultate der 
Theorie geben, während die Kapitel 7-11 ausgewählte Aspekte der Entwicklung 
der letzten 20 Jahre behandeln. Die Auswahl richtete sich nach zwei Kriterien: 
Es wurden nur Probleme berücksichtigt. die im Zusammenhang mit astrophy- 
sikalischen Fragen stehen oder solche. deren Methodik und Problematik auch 
in anderen Teilgebieten der Physik von Bedeutung ist. 

Diese Auswahl wurde vor allem in Hinblick auf Leser getroffen. die einen 
Überblick über das Gebiet der Gravitationstheorie suchen — wie man auch 
Elektrodynamik. Thermodynamik und andere Disziplinen der Physik erlernt - 
ohne sich aber auf Relativitätstheorie spezialisieren zu wollen. Wenn dadurch 
auch viele wichtige Teilgebiete der Gravitationstheorie unberücksichtigt blie- 
ben. so steht dem vielleicht der Vorteil eines überschaubaren ersten Überblicks 
gegenüber. der im Umfang etwa einer zweisemestrigen dreistündigen Vorlesung 
entspricht. 

Didaktisch war vor allem das Problem der Einführung in die Riemann- 
sche Geometrie schwer zu lösen. da hier ein Bruch den alten und den neu- 
en Stil der Mathematik, entsprechend der Beschreibung von Bezugssystemen 
durch Koordinaten oder durch Vierbeine trennt. wobei letztere - aufE. Cartan 
zurückgehend — die Analogie zu den Eichtheorien der Teilchenphysik deutli- 
cher macht. Wir geben daher zunächst in Kapitel 2 eine erste Einführung in 
die Riemannsche Geometrie „alten Stils“. das heißt auf Koordinatenbasis — die 
für die Lektüre der meisten Originalarbeiten noch immer unentbehrlich ist. In 
Kapitel 7 folgt dann - ohne Anspruch auf restlose mathematische Strenge - 
die moderne Formulierung. die schließlich in Kapitel 11 für die Verwendung 
in Eichtheorien ausgebaut wird. In der vorliegenden zweiten Auflage wurden 
einige Fehler berichtigt. die Angaben zu experimentellen Daten auf den neue- 
sten Stand gebracht. sowie zwei Erweiterungen vorgenommen. Die eine be- 
trifft die Theorie der schwarzen Löcher. die vor allem durch die Entdeckung 
wichtiger Quanteneffekte im letzten Jahrzehnt ein zentrales Forschungsgebiet 
darstellte und vielleicht entscheidende Hinweise für das noch ungelöste Pro- 
blem der Quantisierung der Gravitationstheorie gibt. Die andere betrifft den 
Vergleich der Gravitationstheorie mit der Struktur von Eichtheorien. deren be- 
deutende Rolle innerhalb der Teilchenphysik bereits erwähnt wurde und die auf 
eine vereinheitlichte Theorie aller Wechselwirkungen hoffen lassen. Allerdings 
war es im Rahmen dieses Buches nicht möglich. diese neuen Punkte in großer 
Ausführlichkeit darzustellen. In der Zwischenzeit sind aber - vor allem aus An- 
laß der 100. Wiederkehr des Geburtstages von Albert Einstein - eine große 
Zahl ausgezeichneter Überblicksartikel namhafter Autoren erschienen. die eine 
vollständige Übersicht über die Originalliteratur erlauben. Diese Werke sind im 


Literaturverzeichnis zitiert. 
Vielen Kollegen schulden wir Dank für Rat und Hilfe bei der Fertigstellung 


vili 


dieses Buches. wobei vor allem Prof. Dr. P. Aichelburg. Dr. R. Beig. Prof. Dr. 
J. Ehlers, Prof. Dr. W. Kundt. Dr. R. Mansouri. Prof. Dr. R. Sachs. Dr. WW. 
Schmid. Dr. E. Streeruwitz und Prof. Dr. W. Thirring zu nennen sind. Frau F. 
Wagner und E. Klug danken wir für ihre Mühe bei den komplizierten Schreib- 
arbeiten für die verschiedenen Manuskriptversionen dieses Buches. ebenso den 
Herren Dr. R. Bertlmann und Dr. H. Prossinger für die Anfertigungen der 
Abbildungsvorlagen. 

Bei der Erstellung der zweiten Auflage haben besonders Herr Dr. R. Beig. 
Prof. Dr. F. Hehl, Dr. H. Rumpf und Mag. R. Wallner wertvolle Anregungen 
gegeben. Nicht namentlich genannt können Jene zahlreichen Studenten unseres 
Instituts werden, die auf Fehler in der ersten Auflage aufmerksam machten. 
Der „Fonds zur Förderung der wissenschaftlichen Forschung in Österreich“ 
hat unsere Arbeit jahrelang unterstützt und es ermöglicht. die notwendigen 
internationalen Kontakte aufrechtzuerhalten. Die gemeinsamen Seminare mit 
anderen Forschungsinstituten und die Einla 


Kor dung von Gastdozenten erlaubten 
es uns, die internationale Entwicklung aktiv mitzuverfolgen und sie in diesem 
Buch im Überblick darzustellen. 


Wien, im Mai 1981 Roman U. Sexl 


Helmuth K. Urbantke 
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Kapitel O 


Einheiten und 
Größenordnungen 


Wir werden in diesem Buch ein Einheitensystem benutzen. in dem die Lichtge- 
schwindigkeit c gleich Eins gesetzt wird. da das für formale Manipulationen am 
zweckmäßigsten ist. In allen Relationen. die mit dem Experiment verglichen 
werden sollen. werden wir aber die entsprechenden Faktoren c wieder hin- 
zufügen, um den Zusammenhang mit den üblichen cgs-Einheiten herzustellen. 

Die folgenden Tabellen enthalten die für unsere Zwecke relevanten Zahlen- 
werte. wobei wir Angaben. die nur eine Größenordnung verdeutlichen sollen. 
durch einen Stern (*) gekennzeichnet haben. 


0.1 Einige Naturkonstante 


Newtonsche Gravitationskonstante: 


G =6.668 - 10°®g 'cm?s”? 


Lichtgeschwindigkeit: 
c = 2.99793 : 10!%ems”' 
Plancksche Konstante: 


Ak = 1.054: 10"g em?s! 


Hiervon leiten sich ab: 2G/e? = 1.484 10° "cm \ 
Einsteinsche Gravitationskonstante: x := 8#G/c” = 1.865. 107 g!cm 


Planck-Länge: Ip := YiCh/) = 10° °cm 
Planck-Masse: Mp := ‚/ch/G = 108. 
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0.2 Massen 


M = Masse in Gramm. 2M := 2GM/c? = Schwarzschildradius der Masse in 
em. A = Baryonenzahl!. Die Sonnenmasse Ma, ist die übliche Einheit ın der 
Astronomie. 


M(s) 2\/(cm) A 
Elektron 0.91:10°°” 1.35.10 = 
Proton 1.67. 10% 2.48.10? 1 
Erde 6. 1077 0.9 3.6: 10° 
Sonne (Mo) 2. 10° 310° 1.2. 10°” 
*Kugelsternhaufen (10° Mo) 1039 101 1063 
Galaxis (101° Mo) 10% 1013 1067 
«Haufen von Galaxien (10! Mo) 10°7 1019 107 
*Universum (10°! Mo) 10°* 1077 107° 


0.3 Längen 


1 gibt die Länge in em. t = L/c ist die Zeit, die Licht. braucht, um die entspre- 
chende Länge zu durchlaufen. 


In der Astronomie sind folgende Längeneinheiten gebräuchlich: 
Parsec (pc) = 3.1: 10!®cm 
Lichtjahr (Lj) = 9.5 - 1017 cm 


Astronomische Einheit (AE) = 1,5 - 1013 cm 
(1 AE = mittlerer Radius der Erdbahn) 


im: ; - 

Be en ist normalerweise gleich der Zahl der in der Masse enthal- 
en \ R en, Neutronen). Bei N: i izi 

a Bei Neutronensternen liegen etwas kompliziertere 


0.4. Zeiten 3 


L(cm) t(s) 


Erdradius 6.410° 2.107? 
Sonnenradius 7.10% 2 

*Kugelsternhaufen 102° 10! 
*Galaxis 109° 02 
*Haufen von Galaxien 1026 1016 
*Universum 10 1013 


0.4 Zeiten 


Die übliche astronomische Zeiteinheit ist 1 Jahr = 3.16 10° s. 
tis) t(Jahre) 


*Erdalter 1.4107 4.5. 109 


*Alter des Universums 6107 2.1010 
(.Hubble-Alter”) 


0.5 Leuchtkraft und Helligkeit 


Die Leuchtkraft der Sonne ist 


L:=4:- W®ergs! 24-10 gs°'. 


Die Leuchtkraft von Galaxien etc. kann daraus durch Multiplikation mit der 
Zahl der Sterne im entsprechenden System abgeschätzt werden. Die scheinbare 
Hellirkeit / eines Sternes hängt mit seiner Größenklasse ım gemäß 

m = const. — 251g! 0.) 


zusaınmen. Die Konstante ist so gewählt. daß dem Polarstern m = 2.12 


zugeordnet wird. 
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0.6 Temperaturen 


Der Unrechnungsfaktor zwischen Temperatur T und Energie E ist durch E 
kuT gegeben ( X g=Boltzmann-Konstante): 


IK= 1,38. 10"18erg = 8,65. 10-5eV 
leV = 1,16: 10°K 
0.7 Durchlässigkeit der Erdatmosphäre 


Die untenstehende Abbildung gibt die Höhe in (bzw. den Bruchteil) der Erdat- 
mosphäre an, bei der einfallende elektromagnetische Strahlung auf die Hälfte 


0.8 Mathematische Notationskonventionen 


. durch eine Formel definierte Größe G erscheint als G -— 
Vir verwenden eine Metrik = di ER 
slettik n. := dia, 1.-1.-1_ ür di N 
der speziellen Relativitätstheorie, ne 1 . es 
chische von ] bis 3. Über do L 
. ppelt vorkommende Indizes ist stets ii 
entsprechenden Bereich zu summieren ( Einsteinsche Se ) er 


0.8. Mathematische Notationskonventionen 


wi 


Den antisymmetrischen bzw. symmetrischen Teil eines beliebigen Tensors 
Q....r bezeichnen wir mit Qi, x bzw. Qu... also für Qua: 


Orr = 3 Qık —_ Ox) bzw. Om = Qrk ae Qi: (0.2) 
für Ak: 
Ok, = + (Qık, + Ok + Qık — Ok, = Oykı = Qjk)- 


Am) 4 (Qrks + Ok + Qyık + Okı, + Oykı + Qur)- 


usw. (Summe über alle Indexpermutationen. bei ;...; versehen mit dem Vorzei- 
chen + bzw. — für gerade bzw. ungerade Permutationen). 

Die Konvention über den Riemann-Tensor ist durch Gleichung (2.7.2) fest- 
gelegt. der Ricci-Tensor R;; durch Ryk = R’ıx, gegeben. 

Ferner benötigen wir das Kronecker-Symbol ö Ss 


x_fii=k 
2 e i$k na) 


(0.3) 


und das vollständig antisymmetrische Symbol e(ik/m). wobei wir e(0123):=1 
festsetzen. Der Pseudotensor &,km ist durch 


&klm = v9 eliklm). 


e{ikIm) 


v9 


erkim er 


gegeben. 

Bei gewöhnlichen partiellen Ableitungen OF;Ö.r' verwenden wir häufig die 
Kommanvtation F,. während kovariante Ableitungen durch ein Semikolon ge- 
kennzeichnet werden (vgl. (2.6.12)). 

Das Linienelement der zweidimensionalen Einheitssphäre kürzen wir meist 
wie in {3.3.6) mit dQ? ab. Linienelemente dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten 
werden meistens durch de? bezeichnet. 


Kapitel 1 


Physikalische Grundlagen 


In diesem Kapitel wollen wir einige Grundbegriffe der speziellen Relativitäts- 
theorie kurz wiederholen. wobei wir beschleunigten Bezugssystemen besondere 
Beachtung schenken: die auf beliebige Bezugssysteme umgeschriebene spezielle 
Theorie wird die mathematische Grundlage der allgemeinen Relativitätstheorie 
bilden und gleichzeitig auch gestatten. Verwirrungen und \Mißverständnisse 
im Zusammenhang mit dem sogenannten Uhrenparadoxon! zu klären. Die 

physikalische Grundidee der allgemeinen Relativitätstheorie dagegen ist das 
Äquivalenzprinzip. das in diesem Kapitel in vorläufiger Form eingeführt 
werden soll. 


1.1 Beschleunigungen in der speziellen 
Relativitätstheorie 


Grundlegend für die spezielle Relativitätstheorie? ist die Existenz von Inertial- 
svstemen. d.h. einer Klasse von gegeneinander gleichförmig bewegten Bezugs- 
systemen. in denen die Weltlinie eines keinerlei äußeren Kräften unterworfenen 
Körpers die einfache Form 


zrs (LLi) 
hat. Dabei ist r” ein konstanter Einheitsvektor 


Yn=l. 11.1.2) 


1 Als Beispiel wäre hier der Artikel von M. Sachs. Physics Today. Sept. 1971. p- 23 und 
die darauffolgende Diskussion anzuführen: siehe auch L. Marder 197L:. 
?Sijehe z.B. Sexl & Urbantke (1992). 
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und s die Eigenzeit des Körpers. In diesen Inertialsystemen nimmt das Lini- 
enelerment ds die Form 


ds? = di? - de? =: 9. de’ de* (1.1.3) 


an. Diese Form ist invariant unter den Lorentz-Transformationen zwischen In- 
ertialsystemen 


satt, (1.1.4) 


welche die Relation 


am Mk = Tim (1.15) 


erfüllen. Die homogenen Lorentz-Transformationen (b' = 0) bilden die Lorentz- 
Gruppe, die inhomogenen (b # 0) die Poincare-Gruppe. 
Das Linienelement (1.1.3) erlaubt es, Abstände auf Weltlinien 


=2'"(}) (1.1.6) 


invariant zu messen (A ist ein beliebiger Parameter). In Abbildung 1.1 sind eine 
zeitartige Weltlinie (ds? > 0). der Lichtkegel (ds? = 0) 


“ und eine raumartige 
Linie (ds? < 0) eingezeichnet ? 


Abbildung 1.1: Zeitartige (a) 


. Faumartige ( 


b) Linien und der Lichtkegel (c). 


mentan mit dem Teilchen mitbewegtes Be- 


dt, d.h., eine entlang der Weltlinie bewegte 


ch auf eine Raum- 
Mension angedeutet. 


Wir beschränken uns dabei wie übli 


Abbildung ist noch eine Zweite Raumdi und eine Zeitdimension: in der 


1.1. Beschleunigungen in der speziellen Relativitätstheorie I 


Uhr mißt die Zeit ds. Im ursprünglichen Koordinateusystem (fr) ist diese 
Eigenzeit durch 


ds= Ydt? -dr? (1.1.7) 


gegeben. Bezeichnen wir die momentane Geschwindigkeit mit dr/dt = r{t). so 
erhalten wir für das invariante Längenmaß entlang der zeitartigen Weltlinie 


B B 
s-/ as= | dtyi-v?). (1.1.8) 
A A 


Eine bewegte Uhr zeigt daher eine geringere Zeit an als eine im Koordinaten- 
system (f..r) ruhende, die dt angibt. Daraus ergibt sich das bekannte Uhren- 
problem? (Uhrenparadoxon). das wir im folgenden kurz behandeln wollen. 

Wir betrachten zwei Uhren. die zuerst in einem Raum-Zeitpunkt A svnchro- 
nisiert und dann entlang zweier verschiedener Weltlinien nach B transportiert 
werden (Abbildung 1.2). Dabei setzen wir der Einfachheit halber voraus. daß 
Uhr (D) im Ursprung des Koordinatensystems r = 0 ruht. Die Zeit. die ® 
in B angibt. ist durch $, = T gegeben. Die andere Uhr. Q) . soll dagegen 
anfänglich von x = 0 wegbewegt werden und später allmählich wieder zur =0 
zurückkehren.? Für () wird entlang des Weges eine Eigenzeit 


B T 
= | da | dt Yı1-v2(t) (1.1.9) 
A h) 


vergehen. die offenbar kleiner als $, = T ist, denn es gilt 9 = TV1 - 02, wobei 
dv eine geeignete gemittelte Geschwindigkeit ist. Das scheinbare Paradoxon er- 
gibt sich, wenn man Uhr (2) als ruhend und (T) als dagegen bewegt betrachtet. 
Dann sollte ® bei der Zusammenkunft in B die Zeit (1.1.9) anzeigen. während 
(2) S2 =T angeben sollte. 

Der Irrtum bei dieser Argumentation liegt darin. daß man zwar durch eine 
geeignete Transformation auf ein anderes Koordinatensystem {f.r) die Welt- 
linie von (2) zu 2 = 0 machen kann. das so definierte System aber ein krumm- 
liniges Koordinatensystem ist. Offenbar ist die Zeitachse f durch die gekrümmte 
Weltlinie der Uhr () in Abbildung 1.2 gegeben. Anders ausgedrückt. das Sr- 
stem, in dem () ruht. ist kein Inertialsystem. Ein derartiges Koordiatensystem 
ist natürlich in der speziellen Relativitätstheorie ebenso zulässig. wie es etwa 
Polarkoordinaten (die ja auch krummlinig sind) in der Ebene sind. Nur darf 
man eben nicht das gewöhnliche Linienelement in der Ebene de? = dr? - dy? 
durch do? = dr? + do? ersetzen, sondern muß geeignet transformieren®. 


Bezüglich experimenteller Untersuchungen siehe Abschnitt 4.4.c 

SUhr entspricht im bekannten Beispiel dem Zwilling. der auf der Erde bleibt. \2)dem 
in der Rakete mitfliegenden. 

6Die hier kurz erörterten Probleme sind ausführlich bei H. Heintzmann und P. Mittel- 
staedt, Springer Tracts in Modern Physics 47. 185 (1968) diskutiert. 
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A x 


Abbildung 1.2: Die Weltlinien der Uhren (1) und ®). 


Wenn wir das System der Uhr & als gleichberechtigt zulassen wollen. 
müssen wir daher zuvor die Theorie der Transformationen auf beschleunigte. 
d.h. krummlinige Koordinatensysteme in der Raum-Zeit studieren. Was aber 
ist die richtige Transformation auf ein beschleunigtes Bezugssystem? 

Wenn wir etwa die klassische Formel 


ca 


?, y=. z= (1.1.10) 
bemutzen. so erhalten wir in den &-Koordinaten das Linienelement 
ds? = made dr* = df? (1 - 922) - 2gldsdi — di? _ dj? di? 
(1.1.11) 
=: Ik dr dr*. 


wobei der metrische Tensor durch Komponenten 9; mit 


tg, 


Hang Gi-gg=- = 2) 
gegeben ist. Setzt man in (1.1.11) de = dy=d!=0,d.h., betrachtet man eine 
in 7’ rubende Uhr, so ergibt sich 


ds=di /1- g22, (1.1.13) 


ds ist aber das Maß entlang der Weitlinie der Uhr ®, d.h.. die Uhr wird die 
Zeit s und nicht etwa i anzeigen. Daher ist die Koordinate E zwar geeignet. 
verschiedene Punkte entlang der Weltlinie von (®) zu unterscheiden. gibt aber 
nicht direkt das Zeitmaß entlang der Weltlinie an. Dieses Zeitmaß muß viel- 
mehr mit Hilfe von (1.1.13) errechnet werden. Die Situation gleicht. wie schon 
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erwähnt. jener der Geometrie der Ebene, wo bei Bemutzung von Polarkoordi- 

naten der Abstand auch nicht einfach durch var? + do? gegeben ist. sondern 

aus den Linienelement de = Ydr? + r2do? errechnet werden muß. 
Betrachten wir anstelle von (1.1.10) eine andere Transformation. z.B. die 


von Moller angegebene 


1 = E 1 e ä 
t=-sinhgt + Asinhgt. 7 = -{coshgt - 1)+zcoshgt. y=j. :=:. 
g g 


so erhalten wir nach kurzer Rechnung 


ds? = di (1498)? - dr? -dP -d. (1.1.15) 


Die Transformation (1.1.14) reduziert sich für gE & 1 auf (1.1.10). hat aber 
den Vorteil. diagonale g,; zu ergeben. d.h.. ;; = 0 für i 4 k. Explizit ist hier 


= +) gi=95=95=—. 

Die beiden Transformationen (1.1.10) und (1.1.14) unterscheiden sich etwas 
bezüglich des Beschleunigungsverhaltens. weisen aber beide die gleiche nicht- 
relativistische Näherung auf. Welche der Transformationen ist die korrekte re- 
lativistische Verallgemeinerung? Diese Frage ist genauso sinnlos wie die. ob 
Polar- oder Zylinderkoordinaten im dreidimensionalen Raum richtig sind. Jedes 
Koordinatensystem ist richtig, es sind ja nur verschiedene Arten, den Raum- 
Zeitpunkten Namen zu geben. Cartesische Koordinaten im ebenen Raum bzw. 
die in (1.1.3) und (1.1.4) betrachteten Koordinaten in der Raum-Zeit haben 
allerdings den Vorteil. daß dabei dr bzw. dt und |d! direkt den gemessenen 
Raum- bzw. Zeitabständen entsprechen. während das in allgemeinen krumm- 
linigen Koordinaten nicht der Fall ist. 

Damit sind wir aber in der Lage. die Frage nach der Berechtigung beschleu- 
nigter Bezugssysteme bzw. nach der Gleichberechtigung der Uhr (2) im Uh- 
renproblem voll zu beantworten. Beschleunigte Bezugssysteme r’ sind in der 
speziellen Relativitätstheorie zulässig. allerdings hat in diesen Systemen das 
Linienelement nicht die einfache Form (1.1.3). es gilt vielmehr 


ds? = g;;.dr' dk. (1.1.16) 
wobei die g;; Funktionen der z' sind. Diese Funktionen G;{X) sind aus 


(0) a0: > Te 
ar !dr® = 9; dr dr” 
Ir! dr 


ds? = mr dr’ dr! = Nik 


erechnen. d.h. 


{L.L1N 
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Die g;; sind so bestimmt. daß das Linienelement ds bei den ne 
2 — £ invariant bleibt. Abstände $ = [ds hängen nur vom Integrationsweg 
ab. nicht aber vom benutzten Koordinatensystem. wie auch die W eglänge ei- 
ner Kurve im Euklidischen Raum nur von der Kurve abhängt und nicht von 
den Koordinaten, die man zur Beschreibung der Kurve benutzt. Da die 18 hren 
® und ® aber 5, = Jdsı bzw. 5, = [dsy anzeigen. so gilt die Relati- 
on zwischen den beiden Kurvenlängen S, und 5, völlig unabhängig von dem 
Koordinatensystem, in dem man die Kurven beschreibt. 


Die folgenden Übungsbeispiele sollen diese Tatsachen mit Hilfe expliziter 
Rechnungen illustrieren. 


Aufgaben 


i. Betrachte die Transformation 


t2 > 
T=i+asint. tif, 
2a 
die der in Abbildung 1.2 gezeigten Bewegung der Uhr (® entspricht. d. a 
die Uhr erfüllt & = 0. Zeige explizit, daß S und S, beim Übergang vom x 
auf das z’-System ungeändert bleiben. 


- Nähere die Bewegung von (9) durch zwei gleichförmige Bewegungen von 
bzw. nachr = an. wobei zur Zett=7 /2 eine ruckartige Beschleunigung 
stattfindet. Diskutiere das Uhrenproblem einmal vom Standpunkt des (x.t)- 
Systems, das andere Mal vom Standpunkt des Systems, das man durch 
Aneinanderstückelung der beiden Inertialsysteme erhält. in denen vor bzw. 
nach T = 1/2 die Uhr ® ruht. 

3. Berechne die Form des Linienelements in einem Koordinatensystem 

(t,3,5,2), das durch eine „Lorentz-Transformation- mit zeitabhängiger Ge- 


schwindigkeit t(£) in der z-Richtung aus einem Inertialsystem hervorgeht. 
1.2 Das Aquivalenzprinzip 


Die Tatsache, daß schwere und tr: 
Proportional sind, 


i i gut aufbauen, wenn schwere und träge Masse 
eier wären. Erst Einste 
Kor tie Eu Erklä & für die bemerkenswerte Beobachtung zu geben. daß alle 

= gleich sch nell im Schwerefeld fallen. 
langen a oe hen Grundidee Einsteins, zum Ägqnivalenzprinzip. zu ge- 
B > Petfächten wir zwei frei um die Erde kreisende Satellitenlabors (Ab- 
ung 1.3). Falls die Lah 


75 so klein sind, daß man die Inhomogenität des 
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Gravitationsfeldes in ihnen vernachlässigen kann. merkt man darin überhaupt 
nichts vom Vorhandensein des Schwerefeldes der Erde. Jedes Experiment in- 
nerhalb des Satelliten geht genauso aus. als wäre die Erde und ihr Schworefeld 
nicht vorhanden. So werden etwa Körper aus beliebigem Material inerhalb des 
Labors frei schweben bzw. sich geradlinig-gleichförmig fortbewegen usw. Dies 
ist aber gerade die Definition eines Inertialsystems. Durch das kreisende (fal- 
lende) Labor ist ein - allerdings kleines  Inertialsvstem realisiert. 


Abbildung 1.3: Erde mit Satellitenlabors. 


Ein auf der Erde ruhendes Labor ist dagegen durch die Kraft. die von der 
Unterlage her ausgeübt wird, relativ zum Inertialsystem (kreisendes Labor) 
beschleunigt. Durch die Beschleunigung treten Scheinkräfte auf. die Gravitati- 
onskräfte. Die Wirkung von Schwerefeldern ist daher äquivalent einer Beschleu- 
nigung des Bezugssystems. Das ist das Äquivalenzprinzip. Dadurch ist eine Ver- 
einheitlichung von Schwerkraft und Trägheitskraft bewerkstelligt. Beide Kräfte 
sind auf ein gemeinsames Phänomen zurückgeführt. und die Unterscheidung 
von träger und schwerer Masse wird vom Ansatz her aufgehoben. 

Wir müssen nun darangehen. diese qualitative Grundlage in den mathema- 
tischen Formalismus überzuführen, was immer der schwierigste Schritt bei der 
Formulierung einer Theorie ist. Im Formalismus wird die Grundidee präzisiert. 
und es wird sich zeigen, inwieweit die oben vorgetragenen qualitativen Über- 
legungen dann tatsächlich im Formalismus zu realisieren sind. In Abbildung 
1.3 haben wir absichtlich zwei verschiedene Labors eingezeichnet. um zu illu- 
strieren, daß die gegenseitigen Beziehungen (Lage, Geschwindigkeit) von Iner- 
tialsystemen im allgemeinen kompliziert sein kann. Wenn kein Gravitationsfeld 
vorhanden ist, so gibt es ein Inertialsystem im ganzen Raum. es gibt ein Ko- 
ordinatensystem, in dem das Linienelement überall die Form (1.1.3) annimmt. 
Bei vorhandenem Gravitationsfeld nimmt das Linienelement in der Umgebung 
eines Punktes in der Raum-Zeit zwar diese einfache Form an. das Inertialsystem 
im Nachbarpunkt ist aber i.a. dagegen beschleunigt. Das Linienelement wird 
daher dort von der Form sein, wie wir sie für ein beschleunigtes Bezugssystem 
errechnet haben: 
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ds? = garlz)dr'dr‘. (12.1) 


Dabei beschreiben die Koeffizienten g,, das Gravitationsfeld. Die Gr Sind al- 
lerdings nicht eindeutig durch das Gravitationsfeld bestimmt. da Koordinaten- 
transformationen 


2 = ff(r$) 139) 


möglich sind. bei denen sich - wie schon die im vorigen Abschnitt diskutierten 
Beispiele zeigen - die Form der Metrik 9x ändert. Es gibt aber bei vorhande- 
nem Gravitationsfeld keine Transformationen (1.2.2). die das Linienelement im 
ganzen Raum auf die Form (1.1.3) bringen. 

Wir werden daher dazu geführt, das Gravitationsfeld geoinetrisch zu be- 
schreiben. In der Umgebung schwerer Massen nimmt die Geometrie da» Raum- 
es die Form (1.2.1) an. Das Gravitationsfeld wird durch die 10 Komponenten 
9ık = 9x, des metrischen Tensors bestimmt. und es wird unsere Aufgabe sein. 
Feldgleichungen für die g;; aufzustellen und die Bewegung von Teilchen in die- 
sem Raum zu untersuchen. 

Einen Raum mit Linienelement (1.2.1) nennt man einen Riemannschen 
Raum. Wir wollen zunächst feststellen. wie man sich einen derartigen Raum 
vorzustellen hat bzw. wie man ihn konstruieren kann. wenn ein Linienelement 
der Form (1.2.1) vorliegt. Dazu gehen wir wieder von einem zweidimensionalen 


Beispiel aus. um zu einer anschaulichen Konstruktion zu komınen. Gegeben sei 
also ein Linienelernent 


Br — 1 
iD gurdardat = gr? dry oc, (1.23) 
v.k=1 


(Fläche) zu konstruieren. auf dem diese Geom 


etwa A, als Urspruung r = y = 0 und 


a0 ‚ inmen. In einem Abstand As — v91(0.0)Ar = 
EirU ) ) löten wir auf der Linie y = Deinen Draht r = | an. dann gehen 


wir weiter um As = V91(1.0), dort wird r = 


2b fü i 3Ww ie oleı > 
Prozedur wird dann entlang des Drahtes x = a ih 


; id : 0 (der y-Achse) wiederholt. Den 
As = Yg2(1.0) Ne „4 erhalten wir aus As = Ygf0.0). BD aus 
men. der daraus folgt, daß an tein A zu Destlur, 
gegeben ist. wobei alle Bir i A577 = 9 + ga2 + 2gu 


allmählich die ganze Fläc le (0.0) zu nehmen sind. Auf diese Art kann 
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x=2 


= 
& 
x 
“ 
- 


Abbildung 1.4: Konstruktion einer Fläche mit Metrik Gr: 


9, bestimmt ist. Allerdings ist die Fläche i.a. nicht eindeutig durch Angabe 
der 9, bestimmt. \Man denke etwa an eine Ebene. die zu einen Zylinder oder 
Kegel deformiert werden kann. ohne daß sich die .innere Geometrie”. die durch 
die 9,x bestimmt ist. ändert. Für unsere Zwecke sind alle derartigen Flächen 
als äquivalent zu betrachten. (Zu ihrer Unterscheidung wäre der sog. Äußere 
Krümmungstensor heranzuziehen.) 

Übertragen auf den für uns interessanten 4-dimensionalen Fall heißt das. daß 
der Riemannsche Raum ein gekrümmter Raum sein wird. wobei die Krümmung 
ein Maß für die vorhandenen Gravitationsfelder sein wird. 

Wenn umgekehrt eine gekrümmte Fläche gegeben ist. deren ds zu bestim- 
men ist. so überzieht man diese Fläche zunächst mit einem feinmaschigen 
Drahtnetz und liest dann direkt aus den Abständen bzw. den Winkeln die 
metrischen Koeflizienten g,x ab. Natürlich kann man das Drahtnetz. d.h. die 
Koordinatenlinien. auf verschiedenste Arten über die Fläche legen und erhält 
dann andere Werte 9,5. die aber die gleiche Fläche beschreiben und durch eine 
Koordinatentransformation (s. Kap. 2) aus den g,x hervorgehen. Im realisti- 
schen 4-dimensionalen Fall ist die Situation allerdings noch etwas komplizier- 
ter, da man es dabei nicht nur mit Maßstäben. sondern auch mit Uhren zu tıın 
hat. 


1.3 Bewegung im Gravitationsfeld 


Die im Gravitationsfeld frei kreisenden oder fallenden Labors bilden Inertial- 
systeme im Kleinen. In ihnen bewegen sich Teilchen geradlinig und unbeschleu- 
nigt. d.h. auf geraden Linien (1.1.1) durch die Raum-Zeit is. Abbildung 1.51. 
Allerdings können die Weltlinien nur im Kleinen Gerade sein. da der gekriimm- 
te Raum keine Geraden im Großen zuläßt. Die geeignete \ 'erallgemeinerung des 
Begriffes der Geraden kann man aus Abbildung 1.5 ablesen. Die eingezeichnete 
Verbindungslinie erfüllt nämlich 
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B 
/ ds = Extremunm, (1.3.1) 


4A 
5 / det. (1.3.2) 


d.h. die Variation des Integrals über ds muß verschwinden. 


Abbildung 1.5: Geradlinig-gleichförmige Bewegung. 


Die Formulierung (1.3.2) hat den Vo 


transformationen zu sein. denn die Bogenlänge der Kurve von A nach B ist 
unabhängig vom Koordinatensystem. Set 


zt man die Metrik (1.2.1) ein und be- 
schreibt die Kurve AB durch = z’{A) (A ist ein beliebiger Parameter). so 
erhält man 


fNoutnezarna [car-0 (13.3) 


wobei #' = dr’/dA. Die Euler- 


tteil, invariant gegen Koordinaten- 


Gleichungen des Variationsproblems sind 


L do 
en 13.4 
ie Mm Re] 


Einsetzen von £ ergibt nach kurzer Rechnung 


U 7.5 Ok 1 «dl 1 18 
SI ——I_ _or5 rk = IK ok ol - 
2 . dr IR T a’rr: Ik = 2. 9m I; {1.3.5} 


Definieren wir Christoflel-Symbole 1. Art durch 


(1.3.6) 


1.3. Bewegung im Gravitationsfeld Ir 


so läßt sich (1.3.5) in die Form 


ld£ e 
ko .k_ OR 
ER Ik 0 (1.3.7) 
schreiben. Wählen wir den Parameter A so, daß d£L/dA = 0, was man für ds # 0 


durch A s = [ LdX erreicht. so ergibt sich 


sch ck. 
GkT + Did di 


gkd +Taste = 0. (1.3.8) 


Wir schreiben (1.3.8) noch etwas um, indem wir zunächst den kontravarianten 
metrischen Tensor mit den Komponenten g’* definieren. Die g,x(.2) bilden in je- 
dem Punkt r eine 4x 4-Zahlenmatrix. deren Inverse wir mit g*’(.r} bezeichenen. 
d.h. 


Iık u = 8, (1.3.9) 


Gr (2) heißt der kovariante, g’*(x) der kontravariante metrische Tensor. Mul- 
tiplizieren wir (1.3.8) mit 9°” und summieren über i. so erhalten wir für die 
geodätische Linie (=Geodätische. d.h. Linie. die (1.3.2) erfüllt): 


zm rm dr, | (1.3.10) 
ei 


wobei wir Christoffel-Symbole 2. Art durch 


on 5 | 
| Fu" Tau | (1.3.11) 


definiert haben. (1.3.10) ist bereits das gesuchte Resultat, es gibt die Bewegung 
eines Körpers im Gravitationsfeld g,; an. 

Wie bei anderen Weltlinien unterscheidet man auch bei Geudätischen raum- 
artige. zeitartige und Nullgeodätische (ds = 0). Im Abschnitt 9.3 wird gezeigt. 
daß sich Lichtstrahlen entlang Nullgeodätischer ausbreiten. 


Aufgabe 


Die vorhergehende Herleitung der Gleichung (1.3.10) der Geodätischen hat den 
Vorteil. direkt von ö J ds = 0 auszugehen. ist aber nicht auf Nullgeodätische 
anwendbar, da für diese ds = 0 = £ und in (1.3.5) eine Division durch £ 
erforderlich ist. Zeige. daß das Endresultat (1.3.10) auch aus 


5 [wire [Kann 113.12) 


folgt, wobei K = £?. Durch dieses Variationsprinzip können auch Photonen 
beschrieben werden. da keine Division durch K erforderlich ist. Außerdem er- 
gibt sich aus (1.3.12) die Geodärische automatisch auf einen affinen Parameter 
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bezogen. für den X = const. so daß A (außer für Photonen) direkt mit s iden- 
tifiziert werden kann. Es wird dann K = 1. während für Licht X = 0 zu setzen 
ist. 


1.4 Die Newtonsche Näherung 


Im vorigen Abschnitt waren wir bereits in der Lage. die Bewegung eines Körpers 
(Massenpunktes) im Gravitationsfeld anzugeben. Da wir die Bewegung von 
Körpern aber z.B. im Schwerefeld der Sonne zumindest annähernd kennen. 
sollte uns dieses Resutat in die Lage versetzen. daraus durch Rückrechnung 
die Metrik g,. zu bestimmen und damit die Geometrie in der Umgebung der 
Sonne. Experimentell wissen wir, daß diese Geometrie in sehr guter Näherung 
euklidisch ist. Wir können daher in einem geeigneten Koordinatensysteni 


Gl) Nr + 20er) (1.4) 


RtZEN: wobei die ü;x(x) kleine Größen sind (tx! < 1). deren Quadrate ver- 
En werden können. Weiters sind die Planetenbewegungen langsam ver- 
glichen mit der Lichtgeschwindigkeit. Die Vierergeschwindigkeit = drf,ds 


ER daher durch #* = (1.0) genähert werden. so daß sich (1.3.10) vereinfacht 
1 


Re ds x dyi —v? x dt setzen können. Der räumliche Teil des 
eunigungsvektors £* erfüllt demnach die Gleichung 


d’r° 
tr 0 (114.2) 


(1.3.11) ergibt - da Too bereits von Ordnung v ist - 


Toon == gET,oo z nT ;oo = Er 
— _! (er Igon Ogon (1.4.3) 
2 \ dr? dx E dr? 


Da das Gravitationsf 
eld der S EDER Rn 
gen in (1.4.3) T Sonne fast statisch ist. kann man die Zeitableitun- 


vernachlässigen unud erhält 


ra, = 1.9900 r 
er 297° 1.424) 
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d?r® Ad _ don _ AU 
dt? 20er ar Dre 
wo U’ das Newtonsche Gravitationapotential ist. Daraus folgt Yon = T und 
2 he 


| ds? = (1+ 10 )d? - de? 


für die Metrik in Newtonscher Näherung. Setzen wir speziell das Potential einer 
kugelsymmetrischen Massenverteilung (Masse M). U = -G.M/r. in (1.4.6) ein. 
so ergibt sich 


(1.4.5) 


; (1.4.6) 


-de?. {LAN 


ss.» 
i ds’=c (1 52 


wobei wir die Faktoren e? der Deutlichkeit halber hinzugefügt haben._24 := 


2GM/c? hat. wie man aus (1.4.7) ersieht. die Dimension einer Länge und heißt 
der Schwarzschildradius von M. Für die Sonne ist 2\4/ = 3km. Da der Sonnen- 
radius aber etwa 700.000 km beträgt. sind die Abweichungen der Geometrie von 
der des ebenen Raumes auch am Sonnenrand - wo sie innerhalb des Sonnen- 
systeıns am stärksten sind — weniger als 10°?. Unser Ansatz (1.4.1) ist damit 
gerechtfertigt. 

Dem Newtonschen Gravitationspotential 7’ entspricht also in der allgemei- 
nen Relativitätstheorie die Größe gog. während die anderen Komponenten von 
gik kleine Korrekturen zu diesem Hauptterm ergeben. Aus der obigen Rech- 
nung kann man aber nicht schließen. daß etwa gıı = —1 genau gilt. da etwaige 
Korrekturen. die von ı,; herrühren. bei den hier betrachteten langsamen Be- 
wegungen vernachlässigt werden können. Bei schnellen Bewegungen. vor allem 
also bei Licht. werden die Korrekturen zum Raumteil der Metrik zu berück- 
sichtigen sein. Sie können allerdings nicht auf dem hier eingeschlagenen Weg 
über das Äquivalenzprinzip bestimmt werden. sondern müssen aus den noch 
aufzustellenden Feldgleichungen berechnet werden. 

Die bisherigen Überlegungen haben gezeigt. daß der Versuch. die Gravita- 
tion über das Äquivalenzprinzip zu geometrisieren. zumindest die Newtonsche 
Näherung richtig ergibt. Wir werden im nächsten Kapitel die bisherigen Ergeb- 
nisse daher formal zusammenstellen. ausbauen und schließlich in Kapitel 3 die 
Feldsleichungen der allgemeinen Relativitätstheorie aufstellen. 


Aufgaben 


1. Ein Kugelsternhaufen hat eine Masse .M = 10° M ; und einen Radius a = % 
pc. Wie groß ist die Abweichung von der ebenen Geometrie am Rande des 
Haufens. wenn man diese Abweichung durch das Verhältnis von Schwarz- 
schildradius 2\/ zu Radius a definiert” Die gleiche Abschätzung ist auch 
für eine Galaxis (M = 10!" M.. a = 10 kpe). einen Haufen von Galaxien 
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(IM = WPM., a = 10% kpe) und den uns zugänglichen Teil des Univer- 
sums (M = 10°! M ,. a = 10° kpe) durchzuführen. Bei welchen Systemen 
werden die Korrekturen zur Geometrie zu berücksichtigen sein. wenn man 
IX Genauigkeit in der Astrophysik anstrebt? 


. Ein Elementarteilchen (Masse M) wird üblicherweise durch die spezielle 


Relativitätstheorie beschrieben, und die „Raumunebenheiten“. die es ver- 
ursacht, werden vernachlässigt. Definiert man den Radius eines derarti- 
gen Teilchens durch seine Comptonwellenlänge” h/Mc - was allerdings 


Abschätzung der Abweichung von der ebenen Geometrie in der Umge- 
bung des Teilchens als x - (Schwarzschildradius) /{Comptonwellenlänge) = 
(2GM/e2)/(h/Mc) = (2G.M? /he). 

Wie groß ist x für ein Elektron bzw. Proton? Bei welcher Masse wird r =1. 
und was ist die Comptonwellenlänge. die dieser Masse entspricht? 


Dre REN 


Siehe z.B. Thirring {1958), Kap. ı 


Kapitel 2 


Riemannsche Geometrie 


Dieses Kapitel bringt eine kurze Einführung in die klassische Riemannsche Geo- 
metrie. Dabei werden wir manche Theoreme erläutern. aber nicht beweisen. da 
die entsprechenden Beweise in der mathematischen Lehrbuchliteratur zugäng- 
lich sind. 


2.1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten 


Während im vorigen Kapitel die +-dimensionale Raum-Zeit betrachtet wurde. 
gehen wir hier der Allgemeinheit halber von einem n-dimensionalen Raunı X" 
aus. in dem beliebige Koordinaten r' eingeführt seien. Allerdings wird es im 
allgemeinen nicht möglich sein. ein nicht-singuläres Koordinatensystem für den 
ganzen Raum X” einzuführen!. Man präzisiert den gewünschten Raumbegriff 
daher folgendermaßen (s. dazu Aufgabe 1): 

Wir gehen aus von einem Hausdorffschen topologischen Raum X”. bei 
dem jeder Punkt P eine Umgebung besitzt. die durch eine homöomorphe Ab- 
bildung a auf eine offene Menge des n-dimensionalen euklidischen Raumes 
R* abgebildet werden kann (s. Abbildung 2.1). Die Abbildung o heißt dann 
einKoordinatensystem in der Umgebung von P. d.h.. dem Punkt P werden 
Koordinaten o{P) = (r!{P}...x"(P)) zugeordnet (die Koordinaten des Bild- 
punktes im Raum R®). Mit dieser Definition ist die Forderung vermieden. daß 
man im ganzen Raum X” mit einem einzigen singularitätsfreien Koordinafen- 
system auskommen kann. 

Im allgemeinen werden sich die Umgebungen zweier benachbarter Punkte 
P. Q überlappen. und auf dem Durchschnitt {in Abbildung 2.1 schraffiert) 


IEs ist schon auf der Kugeloberfläche nicht möglich. ein derartiges System zu finden. 
Polarkoordinaten {#. 0) sind z.B. im Nordpol singulär, da sie diesem Punkt die Koordinaten 
(0, ©) zuordnen. wobei o beliebig ist: die Zuordnung vun Punkt und Koonlinatenpaar ıst dort 
nicht umkehrbar eindeutig, und gleiches gilt im Südpel. 
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Abbildung 2.1: Zur Definition der differenzierbaren \lannigfaltigkeit. 


werden zwei Koordinatensy: 


steme definiert sein. « und 5. Man fordert dann. 
daß die Funktionen f 


=6oc7t,d.s. die Koordinatentransformationen 


Sf, Pelgetiek m) 


dort (beliebig oft) differenzierbar sind. Wenn das erfüllt ist. heißt X” ne 
dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Falls auf dieser Mannigfaltig- 
keit auch eine Metrik 


der Form ( 1.2.1) definiert ist. wird sie zum Riemannschen 
ll aber erst in Abschnitt 2 eingeführt werden. vorläufig wol- 
len wir die Eigenschaften von X” studieren. die unabhängig davon sind. Dazu 
zunächst einige Vorbemerkungen und Definitionen. 

Eine m-dimensionale Teilmannigfaltigkeit X” C X" ist („lokal”. d.h. im 
Bereich eines Koordinatensystems) gegeben durch die Parameterdarstellung 


"=g(ul....,u”) (2.1.2) 
eine Fläche und für m; 


zen der Form (2.1.1) bilden eine (Pseudo-) 


Bei den Transformationen aus dieser Gruppe 
differentiale wie 


; _ On . . 
dt player. (2.1.3) 
Die Koordinatendifferentiale 


dr transformieren daher bei Koordinatenände- 
Füngen linear (genauer: in jedem 


Punkt nach der Vektordarstellung der Grup- 
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pe GL({n) der nichtsingulären n x n-Matrizen). Die in (2.1.3) eingeführte 
Abkürzung p', ist ein Spezialfall folgender allgemeiner Definitionen: 


\ Ir : Orr y 
P+ = Dar Pkı dä (2.1.4) 
ko Ort yyası art " n 
PR Pr Pi: Bag (2.1.5) 
gilt dann nach der Kettenregel 
FA Ort dr! rn Bi E 
Pepe FETT ee (2.1.6) 


Aufgabe 


In der Definition einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit wurden verschiedene 
Begriffe der Topologie. wie Hausdorff-Raum. Umgebung. homöomorphe Abbil- 
dung. .... verwendet. Definiere diese Begriffe. (Siehe dazu z.B. H. \eschkowski 
(1971).) 


2.2 Vektoren und Tensoren 


In einem Raumpunkt können verschiedene physikalische Größen wie Tempera- 
tur T, Geschwindigkeiten v’ oder elektromagnetische Feldstärken F,, definiert 
sein. Wir wollen derartige Objekte und ihr Verhalten bei Koordinatentransfor- 
mationen in diesem Abschnitt untersuchen. 

Eine Temperaturverteilung ist ein Beispiel eines skalaren Feldes: Sie wird 
in jedem Koordinatensystem « durch eine Funktion T{fT Beschrieben. die sich 
bei Koordinatentransformationen r — 7 (2.1.1) wie 


T(x)=T(x) 12.2.1: 
verhält. Denn ordnet man einem Punkt P durch die Transformation x — r 


neue Koordinaten £ zu. so muß natürlich der Wert der Temperatur in P da- 
bei ungeändert bleiben. d.h., der Wert der neuen Funktion 7 an der neuen 
Koordinatenstelle muß gleich dem Wert der alten Funktion an der alten Koor- 
dinatenstelle sein. 

Ein Vektorfeld - wie z. B. ein Geschwindigkeitsfeld wird in jedem Koordi- 
natensyStem o durch n Komponentenfunktionen tv’ (r) beschrieben. die sich bei 
Koordinatentransformationen so wie die Koordinatendifferentiale verhalten: 

EP EEE Or 
= örk 


nenn nee 
rn rn 


ver) = pr vr, (2.2.2) 


m enge 
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Größen mit nach (2.2.2) transformierenden Komponenten heißen kontrava- 
riante Vektoren. no 

Ein Beispiel eines kovarianten Vektors ist der Gradient eines Skalars. in 
jedem System 0 gegeben durch n Komponenten 


Be — (2.2.3) 


die sich bei Koordinatenänderungen nach der Kettenregel 


folgendermaßen verhalten: 


a T ; 
u,(f) = an ur(z) = pH un. (2.2.4) 


Allgemein heißen also Objekte mit Komponenten. die wie (2.2.4) transformie- 
ren, kovariante Vektoren. 

‚ V ’eitere Darstellungen der Gruppe der Koordinatentransformationen 
SOHREL. wir durch Produktbildung von Vektoren gewinnen. Wenn etwa A’ und 
B' zwei kontravariante Vektorfelder sind. so transformiert C’* = A'B* nach 


CH p, pc" (2.2.5) 
Ganz allgemein heißen Objekte mit Komponenten. die bei Koordinatentrans- 


formationen nach (2.2.5) transformieren, Tensoren vom Typ (2.0). Ein Tensor 


vom Ty ist ei ö ; 
yp (a.b) ist eine Größe mit Komponenten I; mit a oberen und 5 


unteren Indizes. die bei Koordinatentransformationen nach der Regel 


Äh. ER 
Tin. = par. .pipt,... Te (2.2.6) 
transformieren. 


Eine Konsequenz der Linearitä 
arität itä 2.6) ist. di ; 
Verschwinden eines Tensors “t und Homogenität von (2.2.6) ist. daß das 


unabhängig vom Koordinatensystem ist: wenn die 


Relation TK- (in ei 
=0ine ; eu : Re : 
allen RA inem Koordinatensystem gilt. so gilt eine analoge in 
Wenn wir im fol ; 
enden : 
sorfeld, . & wie oben von Tensoren sprechen. so sind stets Ten- 


Aufgabe 


Zeige. daß es ein Tensorfi 

a ld { B 
Einheitstensorfeld - en a os (11) gibt 
gleichen numerischen Werte ö', Pnenten 


- das Kronecker- oder 
in jedem Koordinatensystem die 


-1füri=k, 6% = 8 für i # k annehmen. 


x 


2.3. Tensoralgebra 2 


Zeige. daß das e(iklm)-Symbol (siehe Konventionen) dagegen kein Tensorfeld 
mit numerisch invarianten Komponenten definiert. 


2.3 Tensoralgebra 


Wir werden in diesem Abschnitt die algebraischen Operationen diskutieren. die 
man mit Tensoren vornehmen kann. Da diese Operationen genau die gleichen 
sind wie in der speziellen Relativitätstheorie. wollen wir sie hier nur kurz skizz- 
ieren. Die im Abschnitt 2.2 eingeführten Tensoren vom Typ {a.b) bilden einen 
Vektorraum über dem Körper der reellen (oder auch komplexen) Zahlen. Seieu 
2.B. Alyı und B%ı zwei Tensoren vom Typ (1.2). so ist 


aA + IB’ = Cu (23.1) 
ebenfalls ein Tensor vom gleichen Typ. wenn a und .3 zwei reelle (komplexe) 


Zahlen sind. Für beliebige Tensoren A ;, (Typ (a.b)) und B"P,_ (Typ (c.d)) 
ist ferner ein Produkt durch 


Din. Au B. (2.3.2) 
definiert, wobei D ein Tensor vom Typ (a+c.b+.d) ist. Der Beweis dafür. daß 
(2.3.1) und (2.3.2) in jedem anderen Koordinatensystem 7 genauso aussehen. 
folgt unmittelbar aus der Definition (2.2.6). 

Es gibt aber noch eine weitere Operation. die mit Tensoren vorgenommen 
werden kann. die Verjüngung oder Kontraktion. Sei Ar jm. . ein beliebiger Ten- 
sor vom Typ (a.b), so ist (Summenkonvention!) 


BF; 


m. 
ein Tensor vom Typ (a-1.b-1) (s. Aufgabe 1). 
Ein spezielles Beispiel einer Überschiebung (Produktbildung und dar- 
auffolgende Verjüngung) ist das Produkt eines ko- mit einem kontravarianten 
Vektor A, bzw. BF. Es ist 


„ar, 12.3.3) 


im... 


C=A,B' (2.3.4) 
ein Skalar gegenüber Koordinatentransformationen. 
Grundlegend für die weiteren Überlegungen ist das folgende Quotienten- 
theorem. Ist ein Objekt DYd mas... gegeben. und erweist sich für beliebige 
Tensoren B®#;, . vom Typ (e.d) 


R ked... b.. PER 
Am... =D Da a a e.. {2.3.51 


als Tensor vom Typ (a.b). so ist Dein Tensor vom Iyp (a+d.b+c) (Beweis: 
Aufgabe 2). Dieses Theorem wird im folgenden vielfach verwendet werden. um 
den Tensorcharakter verschiedener Ausdrücke zu beweisen. 
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Aufgaben 
l. Beweise (2.3.3). 
2. Beweise das Quotiententheorem in einfachen Spezialfällen. 


Anleitung: Verwende Tensoren A. B. bei denen nur eine Komponente nicht 
verschwindet. 


2.4 Der metrische Tensor 


Bisher haben wir auf der abstrakt eingeführten Mannigfaltigkeit X” keine 
Möglichkeit. die Länge eines Vektors zu messen. Das ist nur dann möglich. 
wenn auf X” ein metrischer Tensor 9, definiert ist (der im Falle des Raum- 
Zeit-Kontinuums aus den Feldgleichungen zu errechnen bzw. durch Messungen 


zu ermitteln ist). g,, soll ein nichtsingulärer symmetrischer Tensor vom Tıp 
(0,2) sein: 


Ik = gm detgr=gA0. (2.4.1) 


wobei die Funktionen g;.(r) außerdem stetig und (genügend oft) differenzierbar 
sein sollen. X” heißt dann (pseudo-)Riernannscher Raum. Weitere Anforderun- 
gen an die g,. werden sich aus physikalischen Argumenten später ergeben. 


Der Tensor g,% erlaubt es, ko- und kontravariante Vektoren einander zuzu- 
ordnen. indem wir 


A; = Ik Ar A* == gF'A, (2.4.2) 


setzen. wobei der kontravariante metrische Tensor g*! wieder durch (1.3.9) ge 
geben ist. Das Hinanf- und Hinunterziehen von Indizes mit Hilfe von Gr und 
g*' ist natürlich auf beliebige Tensoren anwendbar. es ist z.B. 


Bik = 9 Bi = ge gim BH (2.4.3) 
Die Länge eines Vektors A? ist gegeben durch j 


VIAAT = ig Atar] (2.4.4) 


Damit kann man auch den Abstand ds zweier benachbarter Punkte r! und 
2’ +dr’ auf der Mannigfaltigkeit X” angeben: es ist 


ds? = 9. dr’ dr*. (2.4.5) 


Dabei kann ds? im Falle der Raum-Zeit auch negative Werte annehmen. wie 
aus der speziellen Relativitätstheorie bekannt ist. 2 


Im R : 
Eine derartige Metrik 9x nennt man Pseudo-Riemannsch, zum U 


Riemannschen Metrik. bei der ds? > 0 ist. nn 


IN 
I 


2.4. Der metrische Tensor 


Das Linienelement ds ist invariant gegen Koordinatentransformationen. da 
ja die dr’ der Prototyp kontravarianter Vektoren sind und g,, ein Tensor vom 
Typ (0.2) ist. der bei Koordinatenänderungen 2 — nach 


Gi) = Pr) Pr) mr) (2.1.6) 
transformiert. Betrachten wir nun einen festgehaltenen Punkt r. Dann bilden 


die gim(x) einfach eine symmetrische n x n-Zahlenmatrix. die sich durch geeig- 
nete Wahl der Transformationskoeffizienten p*; auf die Form 


Im(z) = diag (e1.€2-&....) (4.4.7) 


bringen läßt. wobei e, = +1. Aus physikalischen Gründen müssen für die Raum- 
zeitmetrik stets ein positiver und drei negative Diagonalwerte e, resultieren®. 
so daß 


Im = Mm (2.4.8) 
wird: nur dann wird eine sinnvolle physikalische Interpretation des Formalismus 
möglich sein. 

Die Metrik g,x erlaubt es. wie in (1.3.6), Christoffel-Symbole zu definieren. 
die einigen nützlichen und im folgenden oft verwendeten Relationen genügen. 
die wir hier kurz zusammenstellen wollen. Es ist 


en 


Een 
Far = Tim- (2.4.9) 
Dir + Um = 9tk- | (2.1.10) 


I u ER 
Die Ableitung der Detöftninante g der 9. ist durch dg = g'" gdg.x gegeben. 
da gr .g der Kofaktor (algebraisches Komplement) von g,. bei der Determinan- 
tenbildung ist. Mit (2.4.10) folgt daraus weiterg !g, = HT Kr Ta =", 
oder 


rn 


ı ag _ On vig| 


; Zr (2.411) 
sl dr dx. : 


Aufgaben 
1. Zeige. daß die Christoffel-Symbole (1.3.6) bei Koordinatentransformationen 
(2.1.1) nach 


Tapr = Tone pH PP + gab P"; Perr (2.4.12) 


transformieren und daher keinen Tensor definieren. 


3 Abgesehen von einem konventionsabhängigen gemeinsamen Vorzeichen der e,. Nomenkia- 


tur: ++ ---) „(normalihyperbolisch"= „Lorentzisch“. £{+ +++) „elliptisch”, #17 +) 
„ultrahyperbolisch“. 
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2. Zeige, daB (2.4.9) und (2.4.10). als Bedingungsgleichungen für T_ angese- 
hen, die T-Symbole eindeutig zu (1.3.6) festlegen. 


2.5 Riemannsche Normalkoordinaten 


Mit der Einführung einer Metrik g,, sind wir auch in der Lage. geodätische 
Linien, d.h. Lösungen des Variationsproblems 6 S ds = O0 anzugeben, die den 
Gleichungen 


dr , de®dr 

genügen. Im Fall des euklidischen Raumes sind die Geodätischen besonders ge- 
eignete Koordinatenlinien (Cartesische Koordinaten). Es ist daher zu vermuten. 
daß auch im Falle des Riemannschen Raumes die Metrik eine besonders ein- 
fache Form annimmt, wenn man Ceodätische als Koordinatenlinien verwendet 
(Riemannsches Koordinatensystem = RKS). 


x’ =comt 


Abbildung 2.2: Zur Einführung von Riemannschen Koordinaten. 


Wir gehen dazu von einem beliebigen Koordinatensystem x aus. in dem 
wir eine Geodätische in der Form = 7’(s) darstellen wollen, wobei s die 
Bogenlänge entlang der Kurve ist (Abbildung 2.2). Den Ursprung des RKS 
legen wir in einen beliebigen Punkt r'g des r'-Systems. Wir nehmen an, wir 


können die Funktionen z(s) in der Umgebung von 2’, in eine Potenzreihe 
entwickeln: 


ı 2 1 dir: 1 d? 2 
err(i) Ei 
2\a2), "al Das (2.5.1) 


ie =); (2.5.2) 


wobei 


8 
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Aus (1.3.10) können wir den Koeflizienten von s? in (2.5.1) berechnen. es ist 
dx . 
(2): = TUE, (2.5.3) 


wobei die Christoffel-Symbole am Punkt .r’o zu nehmen sind. Differentiationen 
von (1.3.10) liefern die Koeffizienten der höheren Potenzen von s: so erhält man 
bei einmaliger Differentiation nach s: 


dr’ , dedıkdr 
= 2.3: 
ds? FE ds ds ds z 
mit 
ı 1 d 3 ı r 1 r DER 
T’rı = En P Au KT IT zi - FT KUN: (2.3.3) 


wobei das Symbol P die Summe über die Permutationen der Indizes 5. k. | 
andeuten soll. Damit ergibt sich schließlich für die Geodätische 


; 1 a 1 E = 
0) = re mE (2.5.6) 


wobei die IT-Koeffizienten jeweils in x’, zu nehmen sind. € ist ein beliebiger 
Einheitsvektor, der die Richtung der Geodätischen im Punkt r', angibt. \ei- 
ters setzen wir y’ = €'s. so daß (2.5.6) die Form 


1 ? are 
X =ro+y - 5 Fir Yvyi-... (2.5.7) 


annimmt. Wir betrachten nun (2.5.7) als implizite Definition einer Koordina- 
tentransformation x — y. d.h. 


1.85 i B 
y=-@-ro)tz Til - Hola 0). (2.5.8) 


Die neuen Koordinaten y' spannen bereits das RKS auf. da in ihnen die Glei- 
chung einer Geodätischen durch Py einfach y' = E's lautet. wobei £' ein kon- 
stanter Einheitsvektor ist. Setzt man nämlich y’ = €'s in (2.5.8) bzw. (2.5.7) 
ein, so ergibt sich sofort die Gleichung (2.5.6). die aber gerade die Gleichung 
der Geodätischen durch xr'g ist. Daher sind im y-Koordinatensystem die Ko- 
ordinatenlinien durch P, (die durch £' x 6; für die ı*-Linie gegeben sind) 


Geodätische. i 
Wir untersuchen nun die Form des Linienelements im RK'S. Es sei 


ds? = 7,(y)dy'dy’. (259) 


wobei g,, noch zu bestimmende Funktionen der y’ seien. Die Gleichung einer 
Geodätischen lautet in diesem Koordinatensystem 
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Die Linien y' = £'s müssen Lösungen dieser Gleichung sein. daher wird 


er) =0. 
Da die €* beliebige Vektoren sind. folgt für s = 0 


| 140) = 0. (2.5.11) 


Im Nullpunkt des Riemannschen Koordinatensystems verschwinden also die 
Christoffel-Symbole. Wegen (2.4.9) folgt daraus sofort 


| 54.0) =0. (2.5.12) 


d.h., alle ersten Ableitungen der Metrik verschwinden im Ursprung des RKS. 


Daher hat die Metrik in der Umgebung des Punktes r’, im RKS die Entwick- 
lung 


Gr = 5ir(O) + Cirm Yy" +... (2.5.13) 
Wir wollen nun noch zeigen, daß man auch erreichen kann, daß 5, (0. 
Dazu untersuchen wir das Verhalten des RKS bei Änderungen des urs 


prüng- 
lichen Koordinatensysterns 2°. Wenn wir statt von z? von anderen Koor 


dinaten 


x ausgehen. so darf das die Menge der Geodätischen durch den betrachteten 
Punkt 29 nicht ändern. Sei 
RER: de 
EN PER 2.5. 
v=ä&s (€ ); (2.5.14) 
die Gleichung einer Geodätische 


n im neuen RKS, so lautet diese, ausgedrückt 


(ee 


ion mit konstanten Koeffizienten (P'«)o- Die- 


in den y*, 
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inertiales Koordinatensystent!. Es entspricht so weit wie möglich dem Begriff 
des Inertialsystems der speziellen Relativitätstheorie: z.B. jst_die _ Gleichung, 
einer Geodätischen durch den Ursprung (d.h. die Bewegungsgleichung eines 
dort frei fallenden Objektes) einfach durch d’y'/ds? = 0 gegeben. genau wie 
im flachen Raum. Das RNKS entspricht gerade dem Cartesischen Koordina- 

tensystem im frei fallenden Labor (Abbildung 1.3). von dem wir ausgegangen 

sind. Allerdings ist die Minkowski-Metrik n,, eine gute Näherung an die 9x 

nur für Raum-Zeit-Distanzen y’. für die der quadratische Term in (2.5.13) ver- 

nachlässigt werden kann. Dieser Term gibt daher die Inhomogenität des Gra- 

vitationsfeldes an und wird im Abschnitt 2.7. Gleichung (2.7.15). durch den 

Riemannschen Krümmungstensor ausgedrückt werden. 

Wir bemerken noch abschließend. daß es möglich ist. das RVNAS zu defi- 
nieren. ohne die Konvergenz von (2.5.1) zu verwenden. 


Aufgaben 


1. Zeige. daß im Ursprung eines RNK'S die in (2.5.5) definierten Koeffizienten 
T’,xı verschwinden. 


2. Zeige: ist g;K(0) = nix erreicht, so genügt schon eine Transformation (2.5.8) 
ohne die nicht angeschriebenen Terme. um die y’ in P% inertial zu machen. 


2.6 Tensoranalysis 


Die im Abschnitt 2.4 betrachteten Eigenschaften von Tensoren waren die glei- 
chen wie in der speziellen Relativitätstheorie. wobei einzig x durch 9. zu 
ersetzen ist. Wir kommen nun zu einem Punkt. wo sich eine neue Situation 


ergibt. nämlich zur Tensoranalysis. 
Wenn DR ein Tensor vom Typ (a.b) ist. so ist in Inertialsystemen .r' 


ze. Dike: =. pi ee ER (2.6.1) 


in der speziellen Relativitätstheorie ein Tensor T*; vom Typ {a.b+1). 
Partielle Nifferentiation erhöht also die Stufe eines Tensors um 1. Der Beweis 
von (2.6.1) ist einfach. man benutzt nur. daß beim Übergang von einem Iner- 
tialsystem x’ auf ein anderes (r?) die in (2.1.4) definierten p', konstant sind 
und in (2.6.1) vor die Ableitung gezogen werden können. Bei den hier zu unter- 
suchenden allgemeinen Koordinatentransformationen trifft das nicht zu. Wir 
wollen die Situation zunächst im Fall eines Vektorfeldes 4’ genau analysieren. 
Bei einer Koordinatentransformation r' — r’ gilt 


7 tJedes RNKS ist ein in seinem Ursprung inertiales Koordinatensystem, aber nicht umge- 
kehrt. 
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At = pi, Ak (2.6.2) 


und daher 


/ 0] > Or! [2] ei i 5 t 2 Tr 
en = a (Pr A) = BAT + pp Ar. 2.6.3 
Dr‘ A; Ark Art p PrPrı PxP A ( ) 
Wäre der erste Term auf der rechten Seite von (2.6.3) nicht vorhanden. 
so hätte A’, das Transformationsverhalten eines Tensors vom Typ (1.1). Das 
Auftreten des störenden Terms in (2.6.3) kann allerdings nichts mit Raum- 
krümmung zu tun haben, da dieser Zusatzterm auch im Minkowski-Raum auf- 
tritt. wenn man z.B. auf Polarkoordinaten übergeht. Denn in diesem Fall sind 
die p’, nicht konstant, und die Ableitungen A?, sind keine Tensorkomponenten 
mehr. 
Wir können aber im Minkowski-Raum folgendermaßen vorgehen. Wir be- 
nutzen zunächst Inertialkoordinaten r', in denen die Metrik die Form 7, an- 


nimmt, und bilden dort die Ableitung Äln. Wenn wir von einem derartigen 


System auf ein anderes Inertialsystem x’ mit dieser Eigenschaft übergehen. so 
wird die Transformation durch 


= P% zF (2.6.4) 


gegeben sein. wobei die P%; konstante Koeffizienten sind. Bei diesen Transfor- 
mationen verhält sich 4° ; wie ein Tensor: 


A Al. (2.6.5) 


Wir definieren nun die kovariante Ableitung A?, in jedem beliebigen Be- 
zugssystem durch u 


A, := pie) p" (a) AT, (2.6.6) 
(Querstriche beziehen sich auf ein System mit gi = nx). Die so eingeführte 


kovariante Ableitung verhält sich offenbar wirklich wie ein Tensor der Stufe 
(1.1). und man überzeugt sich leicht, daß 4A: 


i ‚rk Wnabhängig von dem speziellen 
Koordinatensystem z' ist, von dem wir ausgegangen sind (s. Aufgabe 1). Wir 
wollen nun einen expliziten Ausdruck für A‘, finden, der kein Inertialsystem 
benützt. Dazu setzen wir den Ausdruck (2.6.3) in (2.6.6) ein: j 


ı _,:,M I A I I } T 
Ay = pp, Al, = prp®, (2 PA tn 4°) At AR 
(2.6.7) 


Um den zweiten Term in (2.6.7) auszuwerten, differenzieren wir die Relation 
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Iak = De P"% Mım (2.6.8) 


partiell nach .c” 


Jak.r = (Pi p” +p, pP" ee) Nm (2.6.9) 


Durch entsprechende Permutation der Indizes erhalten wir daraus für die 
Christoffel-Symbole 


Trak 2 Pak Fl Nm (2.6.10) 
oder. mittels (2.1.6). 


a (2.6.11) 


Damit ergibt sich die kovariante Ableitung eines Vektors endgültig zu 


| A =A en AR (2.6.12) 


Von der oben gegebenen Definition (2.6.6) her ist es klar. daß A’, ein ee, z 
vom Typ (1.1) ist (s. auch Aufgabe 2). 

Die hier für den Minkowski-Raum formulierten Überlegungen kann manl? 
sofort auf den Riemannschen Raum übertragen. Wir haben im Abschnitt 25 
gesehen. daß die Riemannschen Normalkoordinaten bei beliebigen Koordina- 
tenänderungen eine lineare Transformation mit konstanten Koeffizienten er- 
fahren. Es ist daher konsistent. die kovariante Ableitung eimes \lektors im 
Riemannschen Raum dadurch zu definieren. daß wir sie im Ursprung eines 
RNKS gleich der gewöhnlichen Ableitung _des Vektors ‚setzen und beim Über- 


gang auf beliebige andere Koordinatensy: steme wieder das Transformationsver- 
halten (2. (2.6.6) verlangen. Die von (2.6.6) zu (2.6.12) führende Rechnung kann 
dabei unverändert übernommen werden. (2.6.12) ist daher auch eine geeignete 
Definition der kovarianten Ableitung eines Vektors im Riemannschen Raum. 

Um die kovariante Ableitung anderer Tensortypen zu definieren. bemerken 
wir zunächst, daß die kovariante Ableitung eines Skalars mit der gewöhnlichen 
Ableitung übereinstimmend gewählt werden kann, 


F 
Br:eda (2.6.13) 
da diese bereits einen (kovarianten) Vektor liefert. Wenn wir ® als Skalarpro- 


dukt zweier Vektoren wählen. ® = 4'"B,. können wir damit sofort die kovariante 
Ableitung der Vektorkomponenten B, bestimmen: 


8. = (A'B)« = A,B+ABar=9x =, B+ABe (2.6.14) 
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Dabei haben wir gefordert, daß die kovariante Ableitung die Produktregel 
erfüllt. Da A und B beliebige Vektoren sein sollen. folgt aus (2.6.14) sofort 


Br = Bir Tr. . (2.6.15) 


Die oben gewonnenen Resultate (2.6.12) und (2.6.15) ermöglichen es nun. 
die kovariante Ableitung beliebiger Tensortypen zu definieren. Da es nur auf 
das Transformationsverhalten des betrachteten Tensors ankommt. ist es aus- 


reichend, als Tensor ein Produkt entsprechend vieler ko- und kontravarianter 
Vektoren heranzuziehen: 


Tin. =ABR...CDn... (2.6.16) 


Aus der Produktregel, die wir wieder fordern. 


K... _4i k 
Tim... = A',B  GDm.. + A:BR.. CDs. =... (2.6.17) 


erhalten wir das gewünschte Resultat 


(2.6.18) 
—T 5 ki: 
r rıT" sm... — De 


Man kann sich auch durch 


; e lizit Be: ans 
definierte kovariante Ableitung aus en davon überzeugen. daß die =” 
vom Typ (a.b+ 1) macht. im iensor vom Typ {a.b) einen Tensor 


Diese Eigenschaft erleicht ä 
der Ableitungsindex ein mit kovarianten Ableitungen sehr. Da 
BEN Re EAnz normal . ee 
wie üblich mit Hilfe der Metrik } inauf. Bere ist, kann man ihn weiters 
und hinunterziehen: 


et das Rechnen un. 


uk N 
Für kovariante Ableitungen « AT u ae, {2.6.21) 
für partielle Ableitungen a Ordnung gelten sornit alle Rechenregeln. die 
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Partielle Ableitungen — und das sind ja die hier definierten kovarianten 
Ableitungen im wesentlichen sind Spezialfälle des Begriffes der absoluten Ab- 
leitung entlang einer beliebigen Kurve C: r' = .r'{r). wobei r ein willkürlich 
gewählter Parameter ist. Für ein kontravariantes Vektorfeld 4° ist diese Ablei- 
tung durch 


DA d „k 1A! & 
m Al, Ik 2% T%, „ie (2.6.22) 
T dr 


definiert°. Wählt man als Kurve eine der Koordinatenlinien. so reduziert sich 
die absolute Ableitung offenbar auf die kovariante Ableitung nach der ent- 
sprechenden Koordinate. Völlig analog definiert man die absolute Ableitung 
beliebiger Tensorfelder. 
Wenn die absolute Ableitung eines Vektors v’ längs einer Kurve C’ ver- 
schwindet. 
—=(, (2.6.23) 


nennt man den Vektor v' ‚entlang der Kurve parallelv erschoben. Sn der Par- 


sich de vr ek lorkorspunenten um 


det = -Tyıvtdel. (2.6.24) 


Aufgaben 


1. Zeige. daß die Definition (2.6.6) der kovarianten Ableitung unabhängig von 
der Wahl des zugrundegelegten Inertialsystems x’ ist. 


2. Zeige durch explizite Rechnung, daß (2.6.12) ein Tensor vom Typ (1.1) ist. 
3. Beweise (2.6.19). 
4. Beweise, daß die Divergenz eines Vektorfeldes v* durch 
1.8 : ER 
= Er drR ( igl *) (2.6.25«@) 
vlgi er 


und der allgemein koyariante d’Alembert-{Laplace-) Operator eines skalaren 
Feldes A durch 


i d a: 
Er A, (Vinis* Er 4) (2.6.255) 


5/n der zweiten Version von (2.6.22) ist die Kenntnis von 4’ nur mehr längs C erforderlich! 
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gegeben sind. Ist ferner FÜ-k ein antisyınmetrisches Tensorteld. so ist seine 
Divergenz durch 


De EL Zur a (2.6.25«) 
F u an (Ver ) 


= > 5 2. T 1 h 51 i e 
gegeben. Kann die Divergenz T'*, eines symmetrischen Tensorfeldes in ein 
analoge Form gebracht werden? 


5. Zeige, daß sich bei Parallelverschiebung eines Vektors 1" entlang einer 


Geodätischen C der Winkel zwischen dem Tangentialvektor u! von CE und 
dem verschobenen Vektor v! nicht ändert. 


- Zeige, daß die Fermi- Walker- Verschiebung Eines Vektors ır? längs einer Kur- 
ver= 2'(s) (s.... Bogenlänge. also w — de /ds mit u'a, = 1). definiert 
durch 


! 

En 
je] 
F 


„,k Du . ; 

! 8 . u 2 = u 
folgende Eigenschaften hat: 
a) Das Skalarprodukt Zweier F-W-transportierter Vektoren ändert sich 
nicht. 
biste geodätisch, So ist der F-W-Transport mit der geodätischen Paral- 
lelverschiebung identisch, 
c) F-W- 


tliche U IF i Mn F 5 la di ifferen- 
Hationsreihenfolge R n a Zwischen beiden ibt. da die Diffe 


anten — jm Gegensatz zu partiellen - 
Nicht verta ; 
trachten v; uschbar ist. 


B ür diee a .“ ie zweiten 
kovarianten Ableitungen Vertauschen, da ®- Für diesen wende 


, 3 symmetrisch jgt. rs ehe Fall. 
Um dies zu zeigen, berechnen Be ne 2 st das nicht der Fa 
Riy- 
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Ark En Au) ni Ak Se Arm am 2 
= Ay yjk ze Am k E An Kg, 5 Am U", r 


+A,. Don U”, 5 Am. E", t Ar 2”, Tar- 
Vertauscht man die Ableitungen nach k und 7. so ergibt sich die Rieei-Identität 


j ' 
1 E bnZ Arıy.k = A, Kr: (2.71) 


ES uE 


wobei 


RT rs = TI”. = I”«.; + nk D”,, - DT", I" | 12.7.2) 


der Riemannsche Krümmungstensor ist. Die Tensoreigenschaft des in 12.7.2) 
definierten Syınbols R’,,, brauchen wir nicht eigens zu beweisen. da sie sofort 
aus dem Quotiententheorem folgt. Auf der linken Seite von (2.7.1) steht offenbar 
ein Tensor. auf der rechten Seite muß daher ebenfalls ein Tensor stehen. Da 
A, ein Tensor ist, folgt daraus sofort, daß auch R”,,, ein Tensor sein muß. 
Durch Herunterziehen des ersten Index in (2.7.2) erhält man den vollständig 
kovarianten Riemannschen Krümmungstensor 


Raus = RR"; Ihr- 12.7.3) 


Nach leichter, aber längerer Rechnung kann man dies in folgenden äquivalenten 
Formen schreiben: 


I = 
Rrısk == Tar.z = Taisk + E5; Urnr zn Tr Tin: (2.7.4 


I lien 
Rue = U9nRay + 9e3.nk — Gar in — Gjnak)+g” Umiz Fink Um Tin). 12.75) 


Die letztere Form des Riemanntensors ist besonders nützlich. da sie explizit die 
Symmetrieeigenschaften dieses Tensors aufzeigt: 


Raus = — Rınyk (2.7.60) 
Rriyk = —Raıkı (2.7.65) 
Rauk = Rıkkı (2.7.60) 
Raus + Rage + Ram, = 0. 12.7.6d) 


6Sjehe z. B. A. Lichnerowiez (1966). p- %. Beachte unterschiedliche Konventionen bei der 
Indexstellung an Christoflel-Symbolen. 
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wie man ımit Hilfe von (2.7.5) leicht nachrechnet. Diese Symmetrieeigenschaften 
reduzieren die Zahl der unabhängigen Komponenten des Krümmungstensors 
wesentlich. so daß schließlich im n-dimensionalen Raum nur mehr n?{n?-1)/12 
unabhängige Komponenten übrig bleiben. Für n = 4, also für die Raum-Zeit. 
sind das 20 Komponenten. 

Der Krümmungstensor nimmt in der Riemannschen Geometrie und damit 
auch in der allgemeinen Relativitätstheorie eine zentrale Stellung ein. Wir wol- 
len seine Bedeutung hier vorläufig an einem einfachen Beispiel illustrieren, Im 
flachen Raum gibt es stets ein Koordinatensystem, in dem die Metrik die ein- 
fache Form 9: = 7x annimmt (cartesische Koordinaten). In diesem Koordi- 
natensystem verschwinden alle Christoffel-Symbole und daher auch alle Kom- 
ponenten des Riemann-Tensors. Da aber das Verschwinden eines Tensors un- 
abhängig vom gewählten Koordinatensystem ist. so ist der Riemanntensor im 
flachen Raum für ein beliebiges Koordinatensystem identisch Null. Wenn mın 
eine Metrik vorgelegt wird, von der man vermutet, daß sie nur eine komplizierte 
Form der Metrik des ebenen Raumes ist (wie etwa parabolische Koordinaten 


etc.), so braucht man zunächst nur den Riemann-Tepsor für diese Metrik zu 
berechnen: falls er verschwindet. hat der Raum die Chance, flach zu sein. Es ist 
eine schwierigere Aufgabe. zu beweisen, daß tatsächlich aus dem Verschwinden , 
is Blemanntensors folgt, daß der Raum lokal lach ist (d.h. jeder Punkt, hat 
eine Umgebung, in der ein Koordinatensystem mit Iik = Nix existiert), und im 
konkreten Fall eine Transformation auf solche cartesische Inertialkoordinaten 
zu finden‘. 
Aus dem Riemann-Tensor können durch Kontraktion zwei weitere Größen 


gebildet werden. die in der allgemeinen Relativitätstheorie eine große Rolle 
spielen. Es sind dies der Ricei-Tensor 


Rx := Ren = Ri | 2.7.7) 
und der Krümmungs-Skalar 


| R:= Ry za (2.7.8) 


Der Ausgangspunkt unsere 
Nichtvertauschbarkeit der kovari: 
ohne Schwierigkeiten möglich, die Formel (2.7.1) 


allgemeinern. Da wir aber das Resultat nicht wei 
wir stattdessen lieber die Vi 


tegration einer einzigen Ri, ti i i Ä 
Be igen Riccatischen Differentialgleichung und 
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Ableitungen eines Vektors studieren. Um die Vertauschbarkeit von Ableitun- 
gen zu untersuchen, braucht man mindestens zwei Richtungen. in die abgeleitet 
wird. Es sei daher in der Mannigfaltigkeit X” ein Kurvennetz x’ = .r’(u.r) ge- 
geben. Ein derartiges Kurvennetz ist eine zweidimensionale Fläche. die in der 
Mannigfaltigkeit eingebettet ist. samt einer Schar von darauf befindlichen Ko- 
ordinatenlinien (u-. v-Linien). Eine einfache Rechnung. die völlig analog zu der 
durchgeführten ist, ergibt dann 


D?A u D?4 Rd dr Ort 
dudr  Ovdu z du Ov 
Dieses Resultat werden wir in Kapitel 8 bei der Diskussion von Singularitäten 


verwenden. 
Durch kovariante Differentiation der Gl. (2.7.2) ergeben sich neue wesentli- 
che Eigenschaften des Krümmungstensors, nämlich die Bianchi-Identitäten: 


(2.7.9) 


} 


BR’ + Reg; = en 0. (2.7.10) 


Daß derartige Identitäten existieren müssen. ergibt sich daraus. daß wir 
den Riemann-Tensor mittels eines „Kommutators” zweier kovarianter Ablei- 
tungen einführten und für Kommutatoren die Jacobi-Identität gilt. Wollte man 
diese Identitäten allerdings durch direkte Rechnung und Ausführung der kova- 
rianten Differentiation mit Hilfe der Regeln (2.6.18) verifizieren. so wäre dies 
eine überaus lange und unübersichtliche Rechnung. Man geht daher folgender- 
maßen vor: Wir führen die Rechnung zunächst im Ursprung eines Riemann- 
schen Koordinatensystems durch. Dort verschwinden alle Christoffel-Symbole. 
Tiaı(x = 0) = 0. aber nicht deren Ableitungen Tım. Der Riemann-Tensor hat 


in cz = 0 die einfache Form 


RR uk = Ta; E Ps (2.7.11) 


Aber auch die Ableitung des Riemann-Tensors hat, wie man sich leicht überlegt. 
im Ursprung des RNKS eine ebenso einfache Form 


Br = Te Priyar (2.7.12) 
Durch zyklische Permutation der Indizes j. k und ! erhält man daraus sofort 


das gewünschte Resultat (2.7.10). Da diese Gleichung die Form einer Tensor- 
gleichung hat. gilt sie nicht nur im zugrundegelegten RAKS. sondern auch in 


einem beliebigen Koordinatensystem. 5 : . 
Kontrahiert man die Bianchi-Identitäten (2.7.10) über A und 5. so erhält 
man Rat Rn - Rux = 0. Nach Multiplikation mit g'' ergibt sich daraus 


l ae 
R’ch Sn 5R«- {2.7.13} 


Diese Formel können wir auch in der Form 
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[rs Gr = Ri, —36%uR (2.7.14) 


schreiben. (2.7.14) zeigt, daß die Divergenz des Einstein-Tensors G';. verschwin- 
det. Dieses Resultat ist von grundlegender Bedeutung für die allgemeine Rela- 
tivitätstheorie. G,x ist nämlich für n = 4 neben g,, selbst der einzige Tensor 


zweiter Stufe mit GG’: = 0. der aus gix und dessen ersten zwei Ableitungen 
gebildet werden kann®. 


Aufgaben 


1. Zeige, daß nahe dem Ursprung P, eines RNKS die Metrik die Form 


HrÄE) = Ip + ZRymal0) za 4 023) (2.7.15) 


annimmt. d.h., in (2.5.13) 


Ciktm = 59:%,1m(0) = I Rymyx(0) (2.7.16) 


gilt und dieser in I. m 


symmetrisierte Anteil des Riemanntenisors letzteren 
bereits voll bestimmt: 


Rimır(0) ==: I cikim- (2.7.17) 


- ” .. . ” 2 
des Riemanntensors in P, ausdrücken. Wegen ihrer rekursiven Berechnung 


siehe z.B. den Appendix I zuM. Atiyah, R. Bott. V. Patodi. 
19. 279 (1973) + Errata ebenda, 28. 280 { 
Math. u. Mech. 55, 205 (1975). 


Inv. Math. 
1975), oder P. Günther. Z. angew. 


2. Zeige, daß die in (2.6.23) eingeführte Parallelverschiebung eines Vektors 
wegabhängig ist und bei einer Verschiebung eines Vektors uw rund um eine 
(infinitesimale) geschlossene Kurve (Abbildung 2.3) in einem Kurvennetz 
7 = xr(u,v)ein Vektor ii entsteht, der sich von w' um 


.- 1f,; ‚ört Or! 
Aw ec ze) Audo 


unterscheidet (Eisenhart (1960), p. 67). 


 ®D, Lovelsch 1 Mash Ba” 


(2.7.18) 
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w 


Abbildung 2.3: Parallelverschiebung längs einer geschlossenen Kurve. 


2.8 Räume konstanter Krümmung 


Von besonderer Bedeutung für die Kosmologie sind Räume konstanter 
Krümmung. die die Verallgemeinerung der gewöhnlichen Kugel auf n- 
dimensionale Räume darstellen. Die Eigenschaften. die eine Kugel im 3-dimen- 
sionalen Raum charakterisieren, sind ihre Homogenität und Isotropie. Kein 
Punkt und keine Richtung auf der Kugel sind vor anderen Punkten bzw. Rich- 
tungen ausgezeichnet. Wir wollen diese Eigenschaften - wie in der Kosmologie - 
zum Ausgangspunkt unserer Überlegungen machen und sie auf n Dimensionen 
verallgemeinern. 

Beginnen wir zunächst mit der Isotropie. Wenn in einem Punkt der Mannig- 
faltigkeit X” keine Richtung vor einer anderen ausgezeichnet sein soll. so muß 
der Riemannsche Krümmungstensor (wie auch jeder andere aus g,,; gebildete 
Tensor) im Ursprung eines RNKS ein_unter beliebigen Drehungen invarianter 
Tensor sein. wobei unter . .Drehungen* im Falle der speziellen Relativitätstheo- 
rie natürlich Lorentz-Transformationen zu verstehen sind. Wir suchen daher 
einen Tensor 4. Stufe. der die Symmetrie des Riemann-Tensors anfweist und ro- 
tationsinvariant ist. Der allgermeinste Tensor. der der zweiten Forderung genügt. 


ist von der Form? 


R,ktm = anık Tim + br NMkm + C Hm Ari + deskim: j (2.3.1) 


a. b. e. d sind darin Konstante. Da R,xım ein Tensor sein soll und em ein 
Pseudotensor ist. muß d = 0 sein (dieser Term hätte nur für n = 4 auftreten 
können). Wegen (2.7.6) muß auch der erste Term in (2.8.1) verschwinden und 
e= -bsein. R,kim hat daher im Ursprung des RNKS die einfache Form 


Rikim = bt Am — Nim Nkt)- (2.8.2) 


m allgemeinen Fall eifer X” mit indefiniter Metrik ist unter 7, eine Diagonalmatrix 
mit einer entsprechenden Anzahl von +1 (r-mal} bzw. -L {n—r mal} in der Hauptdiagonale 
zu verstehen, anstelle der Lorentz-Transformationer tritt dann die Gruppe SOf{r,n—r). 
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Wenn wir zu einem beliebigen Koordinatensystem übergehen. so nimmt die 
Tensorrelation (2.3.2) die allgemeine Form 


Rt = b(r)lgu Ikm — Im kt) (2.8.3) 


an. Wäre dabei, wie angedeutet. b eine nichtkonstante Funktion von r. so 
gäbe ihr Gradient eine im Punkt r ausgezeichnete Richtung an. Daher ist 5 
tatsächlich eine Konstante. In diesem Sinn ist die Krümmung somit auch ho- 
mogen und die Homogenität eine Folge der Isotropie. 

Da der Riemann-Tensor für einen Raum konstanter Krümmung eine einfa- 
che Form hat. wird man vermuten. daß sich auch das Linienelement auf einfache 


Weise schreiben läßt. Um dies zu zeigen. brauchen wir den Begriff der Koufor-_ 


inität zweier Räume. Wenn die metrischen Tensoren 9, und 5, zweier Räume 
die Relation euren 


I, = v?g; (2.8.4) 
erfüllen. so heißen die beiden Räume zueinander konform. In diesem Fall stim- 


men die Weylschen konformen Krümmungstensoren 
ee en le a en a Te une en 


1 
h N r 5 
yr := Bf + 9 (, Rır - 6% Rij+gkR”;— 9, R",.) 


| = . £ (2.8.5) 
"a-yn=2 (rg - 6 Ik) 
L 


der beiden ‚Räume überein (siehe Aufgabe 1), d.h. 


Er u CO" jr: (2.8.6) 
Kinispricht &, 9, einem flachen Raum. so muß auch der Weyltensor vo 
sc ui umgekehrt ist diese Bedingung für n > 4 auch hinreichend dafür, 


| Our = Ri — Kurz + 4(9i RB; — 9; Rx) (2.8.7) 
notwendig und ehnrefehenid für konfe 1 ig10 gu ä j 
(2.8.5). 128.7) zeigt nun onıme Flachheit®. Einsetzen von (2.8.3) in 


8 nun, daß jeder Raum konstanter Krümmung konform-flach- 
—— 


TE re nn 


er ner unzutreffenden Feststellung 
Feen be )- p. 63 gewarnt, aufgrund dererz.B.n —3 keine 


ne 


er 
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Zeit durch n,x zu ersetzen ist. Setzt man dies in (2.7.5) ein. so erhält man für 
den Krümmungstensor 


— 13 R y B x B NG A 
Rauk —i (ö,n Vor t Ok hy Önkt 37 ae Ö,, Ü .hk) 


FU Um or (d., Önk — Ön, de” 


(2.8.3) und (2.8.8) führen für einen Raum konstanter Krümmung auf 


Un War + ak ng — nk Vi —Ö Una) = (bt em SO, nk — Önz dir): 


Ffürk Zi=j#£k#£h folgt vr = 0. so daß v' die Form De F{r*) ha- 
ben muß. Füri=j £Zh= k ergibt die letzte Gleichung bei aufgehobener 
Summenkonvention 


Fax + fr.un = (b + BD Fa) je. 


Da die linke Seite nur von r! und x? abhängt. die rechte Seite aber von allen 
Koordinaten. folgt 


F c c 5 
(HF) Ye seco. fan=z fn= Stat sah? +dh. 


Wählen wir a® = 0. was durch Verschiebung des Koordinatenursprungs erreich- 
bar ist. und setzen ))d, = d. so wird 


VE n-dr {geht dm 
h 


d # D setzen wir ferner r = fd und erhalten schließlich 


dr’ dr* 
(+3 Ra am” 


ds? = u ?6,« dr dı* 


Für d = 0 (b= 0. flacher Raum) ist stattdessen eine Inversion r' — r'/ tr”)? 
vorzunehmen. um auf die Form (2.3.8) zu kommen. Wir werden dieses Resultat 
in der Kosmologie weiterverwenden. 


Aufgaben 


1. Berechne R,, und R für einen konform-flachen Raum und zeige. daß der 
Weylsche Krümmungstensor verschwindet. 
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2. Ein dreidimensionaler Raum konstanter Krümmung hat nach (2.8.8) in Po- 
larkoordinaten das Linienelement 


ds? = (1 + 72/4) (ar? + 72402). (2.8.9) 


Zeige, daß für 5 £ 0 die Substitution —kr? = (1+br2/4)"2. br? - wobei k = 
+1 fürbSO dieses Linienelement auf die in der Kosmologie gebräuchliche 
Form 


2 _92 r 
Br B- 


+r? ao] (2.8.10) 


bringt, wobei R? = -k/b = n(n —- 1)k/R. 


3. Bestätige (2.7.15) im Falle eines Raumes konstanter Krümmung durch ex- 
plizite Rechnung mit Hilfe von (2.8.3). (2.8.8). 


2.9 Symmetriegruppen und Killing-Vektoren 


Räume konstanter Krümmung (z.B. Kugel) weisen eine Symmetriegruppe auf. 
die sorgfältig von der Gruppe der Koordinatentransformationen zu unterschei- 
den ist. Bei der folgenden Untersuchung dieser Symmetriegruppen wollen wir 


ruppenelemente beschränken. Symmetrieoperatio- 
nen (oder Bewegungen) eines Riemannschen Raumes können wir ganz allge- 
mein folgendermaßen charakterisieren. Durch die Transformation 


E=r+ter(r) (2.9.1) 


(€... infinitesimaler Parameter. v ... beliebiges Vektorfeld) wird jedem Punkt 
z ein neuer Punkt 5 auf der Mannigfaltigkeit Xr zugeordnet. Wenn dabei alle 
Abstände ungeändert bleiben, so heißt (2.9.1) eine Bewegung oder Isometrie 


der X, Es muß dabei der Abstand der Nachbarpunkte 7, 7 + dx der gleiche 
sein wie jener der Bildpunkte 5. # +dr: 


ds? = gur(z) dr’ det = gyl2) dir dat 32. (2.9.2) 


die gleichen sind wie in r. 
Werten wir (2.9.2) mittels (2.9.1) aus, so ist 


2.9. Symmetriegruppen und Killing- Vektoren 45 


GerlE) = grlr) + Ir 9. 
dr’ =dr’ tern de”, (2.9.3) 


32 Yaersuc 2 x N rt . 
ds" =ds” + (Imn.j + In! Sn SF Imkt K) dr” dı” 


bis auf Glieder - e?, die wir vernachlässigen. Soll (2.9.2) für alle benachbarten 
Punktepaare gelten. so muß der Ausdruck 


L.Imn = Imn.; "+ In Um + my Un Un:m + Um:n (2.9.4) 


verschwinden (die Übereinstimmung der beiden Versionen von (2.9.4) ist direkt 
verifizierbar und durch Übergang zu einem RNKS sofort einzusehen: L,.9mn 
definiert nämlich als Koeflizientenmatrix der Invarianten (d3? — ds?)/e einen 
Tensor). L,gmn heißt die Lie-Ableitung von gmn: ihre Bedeutung und Verall- 
gemeinerung wird im nächsten Abschnitt erläutert. Als Bedingung dafür. daß 
das Vektorfeld r? gemäß (2.9.1) eine infinitesimale Bewegung (Symmetrie, Iso- 
metrie) erzeugt. erhalten wir die Killing-Gleichung 


(2.9.5) 


ihre Lösungen um heißen Killing-Vektoren. 
Als Beispiel betrachten wir zunächst den \Minkowski-Raum. In Cartesischen 


Koordinaten vereinfachen sich die Killing- Gleichungen (2.9.5) zu 


Umn + Unm 0 (2.9.6) 


mit der allgemeinen Lösung 


n m N 
Um = Am + Ama! : Amn = —Unm- (2.9. 


Diese Lösung enthält 10 freie Parameter und entspricht genau den infinitesima- 
len Transformationen der Poincare-Gruppe. Der ebene. 4dimensionale Raum 
läßt daher eine 10-parametrige (in n Dimensionen n{n + 1)/2—-parametrige) 
Bewegungsgruppe zu. Man kann zeigen. daß auch die Räume konstanter 
Krümmung (# 0) Bewegungsgruppen mit dieser Maximalzahl von Parametern 
(aber anderer Struktur) aufweisen. 

Bei einem beliebigen Riemannschen Raum wird die Killing-Gleichung i.a. 
überhaupt keine Lösung haben (die Integrabilitätsbedingungen. die zu dem 
System von partiellen Differentialgleichungen | 2.9.5) gehören. werden i. a. nicht 
erfüllbar sein). und nur in Spezialfällen werden Killing-Vektoren existieren: 
die Anzahl linear unabhängiger Lösungen gibt die Anzahl der Parameter der 
Symmetriegruppe an. Hinzu kommen noch eventuell diskrete Symmetrien. die 
von den hier angestellten infinitesimalen Überlegungen nicht erfaßt werden. 
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Aufgaben 


I. Zeige (durch systematische Integration des Systems (2.9.6) unter Verwen- 
dung der Integrabilitätsbedingungen). daß (2.9.7) die allgemeine Lösung von 
(2.9.6) ist. 


2. Zeige: u" = dır'/ds sei der Tangentenvektor einer Geodätischen: dann ist der 
Ausdruck &,u' längs der Geodätischen konstant. wenn &, ein Killing-Vektor 
ist. Erläutere die physikalische Bedeutung dieser Erhaltungsgrößen für den 
flachen Raum. Leite diese Erhaltungsgrößen auch aus dem Variationsprinzip 
für Geodätische mittels des 1. Noether-Theorems her. 


3. Zeige: Ist v' ein Killing-Vektor. so gibt es ein Koordinatensystem. in dem 
die Komponenten g;, von einer Koordinate unabhängig sind: ist ı" zeitartig 
(grv'v® > 0), so ist diese Koordinate t zeitartig (Benutze die erste Form 
von (2.9.4) und wähle das System so, daß v einfache Komponenten erhält): 


Ogik 
a =0 (stationär). (2.9.8) 


Riemannsche Räume. bei denen ein zeitartiger Killing-Vektor existiert. hei- 
ßen aus diesem Grund stationär: Existenz eines zeitartigen Killing-Vektors 
ist die geometrisch-invariante Ausdrucksweise für Zeitunabhängigkeit. 


4. Bei statischen Feldern sind zusätzlich positive und negative Richtung der 
zeitartigen Koordinate t gleichwertig. Zeige, daß diese Bedingung 99, =D in 
dem speziellen Koordinatensystem (2.9.8) erfordert und dies äquivalent zu 
der geometrischen Aussage ist. daß der zeitartige Killing-Vektor orthogonal 


zur Hyperfläche # = const ist. Zeige weiter. daß für ein hyperflächenortho- 
gonales Vektorfeld v gelten muß 


7 ; u 
nt fie Ax'dx Elm] = 0. (2.9.9) 
Die invariante Kennzeichnung statischer Gravitationsfelder besteht also in 


der Existenz eines zeitartigen hyperflächenorthogonalen Killing-Vektors. 


or 


. Räume maximaler Symmetrie. Die Killing-Gleichungen bilden ein System 


= i B E « “ 

von zn(n+1) partiellen Diferentialgleichungen für dien unbekannten Funk- 
tionen v,,. 

a) Leite durch kovariantes Differenzieren von 


(2.9.5) mittels (2.7.1. e 
gende Integrabilitätsbedingung ab: ) ( 6d) fol 


Um) = —-R ande. (2.9.10) 


Die zweiten und höheren Ableitungen von tm lassen sich also linear- 
homogen durch Um. Um:n ausdrücken. 
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b) Durch erneute Differentiation ergeben sich die weiteren Integrabilitäts- 
bedingungen 


vr{R" imn:k on R’kmn:) SE er lyhin ee, R’kmn + Urn] myk * Una Pnjk =, 
(2.9.11) 
und dieser Prozeß kann fortgesetzt werden. um immer weitere Bedingungen 
für die Um. Um:n zu liefern. Das ergibt ein linear-homogenes Gleichungs- 
system. von dessen Rang es abhängt. ob und wieviele unabhängige nicht- 
triviale Lösungen für die zn{n +) Größen im Umın (= —-Un:m) existieren. 
(Das System ist formal unendlich. in Sonderfällen kann es aber sein. daß 
von einer gewissen Differentiationsordnung an keine neuen unabhängigen 
Gleichungen mehr auftreten.) 
c) Die größtmögliche Anzahl von Lösungen ergibt sich. wenn bereits (2.9.11) 
identisch erfüllt ist. d.h. 


R" jmn:k = R’kmny: {2.9.12} 
Ran == DER BR" nyk- (2.9.13) 


Für n > 2 folgt daraus durch Kontraktion. daß der Raum konstante 
Krümmung hat (vgl. (2.8.3ff.)). Zeige. daß dann (2.9.12, 13) automatisch 
erfüllt sind. Für n = 2 ist zu zeigen. daß aus (2.9.12) konstante Gaußsche 
Krümmung folgt. d. h.. b(r) = const. in (2.8.3). und daß dann (2.9.13) er- 
füllt ist. 

d) Diskutiere die Struktur der maximalen Symmetriegruppe eines konstant 
gekrümmten Raumes in Abhängigkeit von Signatur der Metrik und Vorzei- 
chen der Krümmung. Beweise dabei die Möglichkeit einer lokalen Einbet- 
tung als Pseudo-Sphäre in einem (n+1)- dimensionalen pseudoeuklidischen 
Raum. 

Anleitung: Sib#0und!(ü=1..... n) und =" cartesische Koordinaten 
in einem Raum mit Metrik (vgl. Fußnote bei (2.8.1). e =signb) 


ds? = etdeP)? + made’ det. 2.9.14) 


Projiziere die Pseudosphäre Bee mern = a stereographisch auf 
die Hyperebene -” + 6"? = 0. Verwende die übrigen cartesischen Ko- 
ordinaten als krummlinige Koordinaten x auf der Sphäre. so daß :’ = 
alte xt/1)7!. Es ergibt sich dann (2.8.8) aus 29.19). . 

Zusammengefaßt: n-dimensionale Riemann-Räume maximaler Symme- 
trie haben konstante Krümmung. Die Symmetriegruppe ist n{n + 1}"2- 
parametrig und hat die Struktur der Drehgruppe eines pseudoeuklidischen 
R„.ı [Krümmung # 0) oder die der Bewegungsgruppe eines pseudoeukli- 


dischen R„ (Krümmung = 0). 
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2.10 Invariante Tensorfelder 
und Lie-Ableitungen 


Wir wollen in diesem Abschnitt den Begriff der Symmetriegruppe und der Lie- 
Ableitung auf beliebige Tensorfelder verallgemeinern. Um eine Vorstellung von 
Tensorfeldern zu bekommen. die unter Symmetrieoperationen invariant sind. 
betrachten wir zunächst drei Beispiele invarianter Vektorfelder (Abbildung 2.4). 
Dabei ist Abbildung 2.4a unter beliebigen Translationen invariant (d.h.. wenn 
man die Abbildung auf Transparentpapier zeichnet und beliebig parallelver- 
schiebt, kommt sie mit sich zur Deckung). Abbildung 2.4b unter Translationen 
senkrecht zur Richtung des Vektorfeldes und Abbildung 2.4c unter Rotationen 


(offenbar gibt es keine Vektorfelder. die zugleich translations- und rotationsin- 
variant sind). 


zN Der 
N ol 

EN ZZ 
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Abbildung 2.4: Invariante Vektorfelder im R,.. 


Analog kann man die Invarianzeigenschaften von skalaren Feldern veran- 
schaulichen, indem man die „Isoskalarflächen“ zeichnet und die Abbildungen 
bestimmt, unter denen diese Flächen ineinander übergehen. Schließlich können 
noch Invariante symmetrische Tensorfelder zweiter Stufe einfach veranschau- 
licht werden, indem man in jedem Punkt die zugehörige Fläche zweiter Ord- 
nung („Indikatrix”) einzeichnet. (2.9.2) bedeutet dann genau, daß das g,, ent- 
sprechende Indikatrix.muster* bei der Verschiebung ( 2.9.1) mit sich selbst zur 


Deckung kommt. Ein Beispiel ei na i ee 
; - piei eines translationsinvariant 
zeigt Abbil ne ae, anten Indikatrixmusters 
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Abbildung 2.5: Indikatrixfeld des Spannungstensors einer Flüssigkeit im 
Schwerefeld. 


(allgemeiner Tensor-) felds in P nach P übertragen wird. In ? sind dann zwei 
verschiedene Tensoren (der ursprünglich dort gegebene und der hintransportier- 
te) definiert. Damit entstehen zwei Tensorfelder. Falls der Unterschied zwischen 
diesen beiden Tensorfeldern verschwindet. ist die von den P nach den ? führen- 
de Transformation eine Symmetrieoperation des Tensorfeldes. Dabei wollen wir 
uns wie früher auf infinitesimale Transformationen P — P der Form 


H=er+er(r) (2.10.1) 


beschränken!!. Wir müssen nur noch spezifizieren. wie der Wert des Tensorfelds 
in P nach P übertragen werden soll. Am einfachsten ist das bei einem skalaren 
Feld T(.r): Der Zahlenwert T(x) wird von x nach f übertragen. wobei dort dann 
zwei Werte. T(#) und T(.r). definiert sind. Falls T(f) = Tir) gilt, ist (2.10.1} 
eine Symmetrieoperation des skalaren Feldes. In diesem Fall verschwindet die 
Lie-Ableitung 

L.T = lim Ir) - Tr); (2.10.2) 


ed € 


des skalaren Feldes T nach r'. Einsetzen von (2.10.1) liefert 


ErETE (2.10.3) 


Hifpese Transformationen brauchen keine Bewegungen der Mannigfaltigkeit zu sein. son- 
dern können auf völlig beliebige Art Punkte einander zuordnen. Auch auf einer Manuigfal- 
tigkeit ohne jede Symmetriegruppe kann ja z. B. ein skalares Feld mit Symmerrie definiert 
sein. wie etwa ein konstantes Feld. das unter allen Operationen (2.10.1} invarlant ist. 
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Als nächstes betrachten wir ein Vektorfeld. wobei wir wieder feststellen 
inüssen. wie der Vektor von P nach P übertragen wird. Dies geschieht nicht 
durch irgendeine Art von Parallelverschiebung. sondern. wie man aus den oben 
gegebenen Beispielen abliest. folgendermaßen (Abbildung 2.6). 


Abbildung 2.6: Lie-Übertragung eines Vektorfeldes. 


Wenn der Vektor u? im Punkt P tangential an eine durch P laufende Kurve 


{rt} ist. d.h. u = dr? /dr. dann soll sein Bild im Punkt D tangential an die 
durch P verlaufende Bildkurve sein. Mit anderen Worten, der Vektor u? soll bei 


zn Abbildung das gleiche Verhalten zeigen wie die Koordinatendifferentiale, 
d.h. 


ar (i)=dr +eri,der, 


(2.10.4) 
alzr) = ulch)teri,ur 
Falls die Lie-Ableitung 
dB a ug 
Lu = lim „u (2) - az). (2.10.5) 


also die Differenz der beiden nun in x definierten Vektoren. verschwindet, ist 
(2.10.1) eine Symmetr; 


teoperation des Vektorfeldes. Einset 
(210.4) cute es. Einsetzen von (2.10.1) und 


1 E 
L.u'(2) = lim ut tet) ua) nen, ur] 


Wr zuf, (2.10.6) 
Als Differenz zweier ve 


rschiedener Vektoren am gleiche E i 
i n Punkt £ muß £.u! 
Vektor sein, was man (e m 


auch daraus ersieht. daß (2.10.6) in der Form 


(2.10.7) 
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geschrieben werden kann. 

Für beliebige Tensorfelder können wir genauso vorgehen wie im Kapitel 
2.6 bei der Diskussion der kovarianten Ableitung. also die Verträglichkeit der 
Lie-Ableitung mit den Operationen der Tenseralgebra und die Gültigkeit der 
Produktregel fordern. Wir erhalten z.B. die Lie-Ableitung eines kovarianten 
Vektorfeldes w, aus der Bedingung (u’ = beliebiges Vektorfeld) 


Letw u) = (ur u) = (Lowilu' + wı Lou‘ (2.10.8) 


zu 


Li, = Wk + Ei Uk. (2.10.9) 


Im allgemeinen Fall eines Tensorfeldes 7%, ergibt sich 


LT. = Tin 


nu ik... @ ik... „a N 
Im..nt + am. ta +: Ta... Um To. 


(2.10.10) 
ne = Due 8, ei 

oder dieselbe Formel mit gewöhnlichen Ableitungen: die Lie-Übertragung ist 
unabhängig von der Existenz einer Metrik. kovarianten Differentiation etc. auf 
jeder X” erklärt. Die Lie-Ableitung eines Tensors beliebigen Typs ergibt einen 
Tensor des gleichen Typs. In jedem Fall ist LT, > 0 die Bedingung dafür. 
daß das Tensorfeld unter den Operationen (2.10.1) invariant ist. wie wir am 

Beispiel des skalaren und Vektorfeldes anschaulich gezeigt haben. 
Beobachter mit Weltlinien. die überall von Killingvektoren berührt werden. 
registrieren also im Lauf der Zeit stets dieselbe lokale Geometrie (stationäre 


Beobachter). 


Aufgaben 
1. Es gilt £,0' = 0: was bedeutet das anschaulich”? 


2. Zeige. daß ein drehinvariantes Skalarfeld im euklidischen R" die Form f{r) 
hat (r?= rt. r.... Cartesische Koordinaten). 


3. Zeige. daß für das Vektorfeld w(2) = die volle Invarianzgruppe durch 
v' erzeugt wird. wo die ı* beliebige homogene Funktionen 1. Grades der 
x’ sind. - Die Invarianzoperationen bilden also hier nicht einmal mehr ei- 
ne Lie-Gruppe {mit endlich vielen Parametern) - im Gegensatz etwa zur 


Invarianzgruppe Riemannscher Metriken. 


ı 


- i 1 EUER KO 

4. Zeige. daß ein drehinvariantes Vektorfeld im R” in > 3) die Form ıv'{r) 
T’ fin haben muß. Wie ist die Situation in der Ebene? { Folgere zuerst aus 
der Invarianzbedingung. daß rw’ und w', drehinvariante Skalarfelder sind.) 


52 Kapitel 2. Riemannsche Geometrie 


zr 


. Zeige für die (psendo)euklidische Bewegungsgruppe (Drehungen und Trans- 
lationen): 


a) Es gibt kein nichttriviales invariantes Vektorfeld. 

b) Invariante Skalarfelder sind konstant. 

c) Invariante Tensorfelder 2. Stufe sind konstante Vielfache des metrischen 
Teusors, wenn n > 3. (Hinweis: die Komponenten d;; des invarianten Ten- 
sors müssen konstant sein: die Drehinvarianzbedingung gibt. nach 2 Indizes 
verjüngt, den anderen beiden symmetrisiert und antisymmetrisiert: 


n din = dm Niks (n = dur = 0.) 
In ähnlicher Weise können im Prinzip die invarianten Tensoren höherer Stufe 


bestimmt werden: üblicherweise werden die Resultate direkt angeschrieben 
mit dem bekannten Argument: „Was kann es anderes sein?“, 


6. Zeige. daß die Killing-Gleichung (2.9.5) gerade 


Lrgk = 0 (2.9.5) 


bedeutet und daß unter dieser Voraussetzung (2.9.11) mit 


Lo Rem =0 (2.9.11°) 


äquivalent ist. Interpretiere nun (2.9.11') 


= 


; Bestimme die hyperflächenorthogonalen Killingfelder des flachen Raumes. 
Welche davon sind zeitartig? 


8. Klassifiziere die Killingfelder des flachen Raumes bis auf Poincare- 
Transformationen und entscheide die Zeitartigkeit. 


Kapitel 3 


Die Einsteinschen 
Feldgleichungen 


In diesem Kapitel werden wir die von Einstein aufgestellten Feldgleichungen 
der Gravitation und einige ihrer Konsequenzen diskutieren. 


3.1 Die Einsteinschen Feldgleichungen 


Wir haben im Abschnitt 1.2 gesehen, daß freifallende Bezugssysteme Inertial- 
systeme im Kleinen darstellen. Die Relation zwischen zwei derartigen Inertial- 
systemen ist im allgemeinen - wie auch Abb. 1.3 zeigt — ziemlich kompliziert 
und durch die Massenverteilung bestimmt. Mathematisch drückt sich das da- 
durch aus. daß die Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit eine Riemannsche Struktur auf- 
weist. d.h. gekrümmt ist. Wir haben im Abschnitt 1.4 die Form der Merrik in 
der Newtonschen Näherung bereits ermittelt. Es ist nun unsere Aufgabe. den 
allgemeinen Zusammenhang zwischen Raumkrümmung und Massenverteilung 
exakt aufzustellen. Wir suchen daher ein System von Gleichungen. das die Po- 


tentialgleichung 
AU=417Gp (3.1.1) 


der Newtonschen Theorie ersetzt. Wir wollen im folgenden die von Einstein 
gegebenen Feldgleichungen axiomatisch an die Spitze unserer Überlegungen 
stellen und die speziellen Eigenschaften dieser Gleichungen dann genauer dis- 


kutieren. 
Die Feldgleichungen der allgemeinen Relativitätstheorie lauten! 


— 


EB -59kR= KT. | (3.1.2) 


! Bezüglich der Eindeutigkeit dieser Gleichungen siehe Abschnitt 2.7. 
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wobei 


x = 8rG/c? = 1.86: 10” ""cm/g. (3.1.2) 


Dabei ist Tax der Energie-Impulstensor der betrachteten Materie. der wegen der 
Symnietrie der linken Seite sowohl R,, als auch g,, sind ja symmetrisch - 
symmetrisch sein muß. (3.1.2) ist daher ein System von 10 partiellen Differenti- 
algleichungen zweiter Ordnung zur Bestimmung der g,.. Wie der Ausdruck für 
die Rıgım (2.7.5) zeigt. sind diese Differentialgleichungen in den zweiten Ab- 
leitungen der g.x linear. in den ersten Ableitungen dagegen nicht linear. Diese 
Nichtlinearität der Einsteinschen Feldgleichungen erschwert die Auffindung ex- 
akter Lösungen sehr. so daß bis vor einigen Jahren nur wenige Lösungen dieser 
Gleichungen bekannt waren?. Wir werden in Kapitel 10 den physikalischen 
Grund für diese spezielle Eigentümlichkeit der Feldgleichungen der Gravitation 
angeben. 

Die Linearität von (3.1.2) in den zweiten Ableitungen der g,x ist eine Eigen- 
schaft. die analog zu (3.1.1) ist. Es wird sich noch zeigen. daß diese Linearität 
in den zweiten Ableitungen wesentlich für die Ableitbarkeit der Einsteinschen 
Feldgleichungen aus einem Variationsprinzip ist. 

Man könnte nun vermuten, daß die Feldgleichungen (3.1.2) die 10 Funktio- 
nen g.x unter physikalisch vernünftigen Bedingungen eindeutig bestimmen. Dies 
ist jedoch nicht der Fall. da wegen der Bianchi-Identitäten (214) nicht alle 
der Gleichungen (3.1.2) voneinander unabhängig sind. Die Bianchi-Identitäten 


(Rx -igaR)"=0. i=0....3, (3.1.4) 


ergeben nämlich 4 Relationen zwischen den Einsteinschen Feldgleichungen. Es 
sind daher in Wirklichkeit nur 6 Relationen zur Bestimmung der 10 Funktionen 
9x vorhanden, und es bleiben noch 4 Freiheitsgrade übrig. Diese 4 Freiheits- 


grade entsprechen genau den Transformationen der Ir. die durch Koordina- 
tentransformationen 


2’ = fi(r*) (3.1.5) 
zustande kommen. 


Aus den Bianchi-Identitäten (2.7.14) 


folgt weiters der Erh . 
den Energie- Impulstensor & "5 der Erhaltungssatz für 


Fre. (3.1.6) 
Geht man auf ein lokales Inertialsy: 


stem über, so reduziert sich di - 
tungssatz auf die übliche Energie- m 


Impuls-Erhaltung 
Ta" =0. 


(3.1.7) 
i 
?Einen neueren Stand beschreiben Kramer et. al. (1980). 


perl 
cu 
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Die in den Einstein-Gleichungen enthaltene Größe 7T,, muß also nicht nur sym- 
metrisch. sondern auch divergenzfrei sein. Falls der Energie-Impulstensor aus 
einer Lagrange-Funktion hergeleitet wird. folgt dies als eine Konsequenz der Be- 
wegungsgleichungen (vgl. Abschnitt 3.4). Hier gilt zusätzlich. daß auch die Feld- 
gleichungen nur bei erhaltenem Energie-Impuls-Tensor konsistent sind. In dieser 
Beziehung sind die Einstein-Gleichungen analog zu den Maxwell-Gleichungen. 
die bekanntlich auch nur dann widerspruchsfrei sind. wenn der darin enthaltene 
Strom einem Erhaltungssatz genügt. 

Außer den Feldgleichungen brauchen wir noch die Bewegungsgleichungen 
für im Gravitationsfeld befindliche Materie. Für ein Punktteilchen haben wir 
bereits früher die geodätischen Bewegungsgleichungen 


—— 
Zi kA- 
ee (3.1.8) 


| ds? ds ds 


aufgestellt. Mit Hilfe der Vierergeschwindigkeit ?’ = dr’ /ds kann diese Glei- 
chung der Geodätischen in die einfachere Forın 


Da =0 (3.1.9) 
ds 
gebracht werden. Diese geodätische Gleichung (3.1.8) gilt für klassische Punkt- 
teilchen. Da man es aber in der Praxis niemals mit derartigen Teilchen zu tun 
hat. wird es notwendig sein zu untersuchen, ob die Gleichung in hinreichen- 
der Näherung auch für ausgedehnte Probekörper mit komplizierter Struktur 
gilt. Wir werden später noch auf diese Frage zurückkommen und hier nur ei- 
nige vorläufige Bemerkungen dazu machen. Offenbar wird es zur Gültigkeit 
von (3.1.8) notwendig sein. daß man das Eigenfeld des Körpers (d.h. das yon 
Körper selbst erzeugte Gravitationsfeld) gegenüber dem äußeren Gravitations- 
feld vernachlässigen kann. Eine weitere Forderung wird sich daraus ergeben. daß 
die Gezeitenkräfte im Körper. die durch den Gradienten des Gravitationsfeldes 
innerhalb des Körpers zustande kommen. gegenüber den inneren Kräften inner- 
halb des Körpers zu vernachlässigen sein sollen. Auch darf sich der Körper nieht 
allzu schnell drehen. d.h. keinen sehr großen Eigendrehimpuls besitzen. wie wir 
später noch zeigen werden. Liegt nämlich ein spinnendes Teilchen vor. das etwa 
durch die Dirac-Gleichung beschrieben wird. so ergibt sich für dieses Teilchen - 
auch im Limes eines Punktteilchens - eine von der Geodätischen abweichenden 
Bewegungsgleichung?. Diese Abweichung kommt durch eine Wechselwirkung 
des Spins mit dem Krümmungstensor zustande. FERN 
Aus den angeführten Gründen muß man daher die Gültigkeit der Bewe- 
gungsgleichung (3.1.8) auf strukturlose kleine Probekörper einschränken. 
Die Differentialgleichungen für das Gravitationsfeld ( 3.1.2) sind ohne ge- 
eignete Rand- und Anfangsbedingungen unvollständig. Wir müssen daher bin- 


3Siehe dazu Abschnitt 41. 
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zufügen, welche Art von Rand- und Anfangswertproblemen wir im folgenden 
lösen wollen. Es gibt dabei zwei grundsätzlich verschiedene Arten von Rand- 
berlingungen: 

Üblicherweise betrachtet man in der Physik ein abgeschlossenes System. das 
etwa durch eine experimentelle Anordnung. ein Labor, unsere Erde. das Son- 
nensystein etc. realisiert sein kann. Man vernachlässigt den Einfluß aller übrigen 
Körper im Weltall und betrachtet das System isoliert für sich. Die Gravitati- 
onsfelder müssen in großer Entfernung von einem derartigen System wie 1/r 
abnehmen". Als Randbedingung ist zu fordern. daß der Raum im Unendlichen 
in einen Nachen (Minkowski-) Raum übergeht. es also ein Koordinatensystem 
gibt. in dem asymptotisch g;x — N.% gilt. 

Es gibt aber noch eine Zweite Art von Randbedingungen: Wegen der Nich- 
tabschirmbarkeit der Gravitationswechselwirkung kann auch die Wechselwir- 
kung mit beliebig entfernten Systemen nicht vernachlässigt werden. Man be- 
trachtet daher in der Kosmologie das Weltall als Ganzes, wobei die Frage der 
Randbedingungen im üblichen Sinn ihre Bedeutung verliert. Wir werden bei 
der Diskussion derartiger Fragen die Randbedingungen durch Homogenitäts- 
forderungen („kosmologisches Prinzip“) ersetzen. 

Die Frage der Anfangsbedingungen wollen wir hier nur kurz streifen, da sie 
für die uns interessierenden Problemstellungen nicht relevant ist. Sie ist folgen- 
dermaßen zu formulieren: Auf einer raumartigen Hyperfläche seien die Werte 
der g,« und deren ersten Ableitungen normal zur Hyperfläche gegeben’. Man 
kann dann zeigen®. daß die Einsteinschen Feldgleichungen (3.1.2) die (zeitli- 
che) Entwicklung der 9x von der Hyperfläche weg eindeutig bestimmen, bis auf 


die oben erwähnten Koordinatentransformationen (3.1.5), die natürlich immer 
zulässig sein müssen. 


3.2 Die lineare Näherung 


Die wichtigste Eigenschaft, die wir im folgenden von den Einsteinschen Feld- 
Su zeigen müssen, ist, daß sie sich in einem geeigneten Limes auf die 
„ewtonsche Theorie (3.1.1) reduzieren. Dies kann offenbar nur für schwache 


Gravitationsfelder der Fall sein für die der Ra ä . : . 
’ um annähernd eine Minkowski- 
sche, flache Struktur hat. Wir setzen daher eine Minkowski 


Ik = nk + 2wig. (3.2.1) 


wobei 2 eine yon erster Ordnung kleine Größe sein Soll. so daß %? (und auch die 


a a TT——— nn 
Eine 1/r?- Abnahme kann wie in di i 
& RER: A 
Gravitationswellen nicht gefordert a ok DE 
’Falls Massenverteilungen j 
den Daten - d.h. Lage u 


1 
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Quadrate seiner Ableitungen etc.) vernachlässigt werden kann. Die Christoffel- 
Symbole 


Tr =Unk + UgıT Uk) (3.2.2) 


sind dann von der Ordnung ı'. T? kann in den Formeln (2.7.2) für den Riemann- 
Tensor vernachlässigt werden. so daß sich die einfache Form 


ö ö 
In : T.. 39: 
dr. Er der N De 


ergibt. Aus (3.2.2) und (3.2.3) erhalten wir für den Ricei- Tensor 


7 
R kym 


A EN Ri R) « 
Rikm = Ukm it Uikm  Umak  Ukmı (3.2.4) 


und durch Kontraktion daraus für R 


Rz - u (325) 


(In Übereinstimmung mit der gewählten Näherung wurden Indizes in diesen 
und den folgenden Gleichungen stets mit n.x — nicht 9x - hinauf- und hinun- 
tergezogen.) Setzen wir diese beiden Resultate in (3.1.2) ein. so resultiert die 
linearisierte Form der Einsteinschen Feldgleichungen 


en BEE AD Q° 
Um + U 3 Wmik = kim + Nkmt = —Nkmt;, IT RK Tkm- (3.2.6) 


ieses Gleichungssystem ist zwar linear, aber auf eine sehr komplizierte Art 
gekoppelt und kann daher nicht unmittelbar mit Hilfe der Methode der Green- 
Funktionen gelöst werden. Um (3.2.6) zu entkoppeln. benutzen wir die Tatsa- 
che. daß wir noch die Freiheit der Wahl des Koordinatensystems haben. die wir 
bisher nicht verwendet haben. Dazu untersuchen wir zunächst das Verhalten 
der ı,, bei Koordinatentransformationen der Form 


er+2Ae), (A?=0. 13.2.7) 


- . 5 2 
Wie angedeutet. soll A' eine von erster Ordnung kleine Größe sein. so daB A” 
vernachlässigt werden kann. Das Verhalten von ı‘,. bei dieser Koordinaten- 


transformation ist offenbar durch 


dx Ir" ILL HAI fg JAm_\L 9: 
Mt BE Ik Dr Am zu (ö ‚+24 k) (u; rn 2A 13) IN + 2m) 
(3.2.38) 


gegeben. d.h. 


U = Urt Ak re 3.2.9 


38 Kapitel 3. Die Einsteinschen Feldgleichungen 


Dabei ist zu berücksichtigen. daß sowohl ı' als auch A von erster Ordnung klein 
sind und der Unterschied zwischen A’ und A' in (3.2.9) zu vernachlässigen ist. 
(3.2.9) gibt das Verhalten von ı,. bei infinitesimalen Koordinatentransforma- 
tionen wieder. Wenn ı,, eine Lösung der linearisierten F eldgleichungen (3.2.6) 
ist, so ınuß auch u; eine Lösung dieser Gleichungen sein. wobei nur ein leicht 
verändertes Koordinatensystem zugrundegelegt ist. Die Gleichungen (3.2.6) 
müssen daher unter den Transformationen (3.2.9) invariant sein. Wenn man 
(3.2.9) in (3.2.6) einsetzt, so sieht man explizit. daß auch %;i; diese Gleichung 
erfüllt. falls v,. sie erfüllt. Die Transformationen (3.2.9) sind völlig analog zu 
den bekannten Eichtransformationen 


A=AH+A, (3.2.10) 


der Maxwellschen Theorie und werden (vgl. Kap. 10) auch als Eichtransforma- 
tionen bezeichnet. Wir werden später noch auf diese Analogie zurückkommen. 

Wie im Fall der Maxwell-Gleichungen kann man auch hier die Eichinvari- 
anz der Feldgleichungen (3.2.6) dazu benutzen. um diese Gleichungen zu ent- 
koppeln. Im Falle des Elektromagnetismus geschieht dies durch die Wahl der 
Lorentz-Eichung At, = 0. während hier harmonische Koordinaten” zur Ent- 
kopplung führen. Diese sind durch die Bedingung 


= uk, | (3.2.11) 


definiert: Man überzeugt sich leicht, daß dies Koordinatenbedingungen sind. 
d.h. stets durch geeignete Wahl der 4 Funktionen A; erreichbar sind (siehe 
Aufgabe 1). Die beiden Formeln (3.2.4) und (3.2.5) vereinfachen sich dann zu 
Rk=DOvy.  R=Dw. (3.2.12) 


Die lineare Näherung der Feldgleichungen lautet somit 


m) (vum = Inkm vr) = —K Tem- (3.2.13) 
Durch Spurbildung ergibt sich 


Dei =«T (3.2.14) 
und daher schließlich die en: 


dgültige Form der linearisierten Einsteinschen Glei- 
chungen 


OD: 


| | Bm = or (Tan - Enem TE). | l (3.2.15) 


"Vergleiche Abschnitt 93. 
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Damit ist unser Ziel erreicht. wir haben ein entkoppeltes lineares Gleichungs- 
system zur Bestinnmung der Metrik erhalten. Es dürfen jedoch nur Lösungen 
verwendet werden. die (3.2.11) erfüllen. 

Dieses Gleichungssystem kann nun mit Hilfe der Methode der Green- 
Funktion gelöst werden. Bevor wir dies aber allgemein tun. wollen wir zunächst 
zeigen. daß in (3.2.15) die Newtonschen Gleichungen (3.1.1) als Spezialfall 
enthalten sind. Um den klassischen Grenzfall zu betrachten. müssen wir den 
Energie-Impulstensor geeignet nähern. Im nichtrelativistischen Grenzfall ist nur 
Too groß. während die anderen Komponenten von T,, vernachlässigt werden 
können. Diese Näherung ist zulässig. wenn es sich um Quellen ohne sehr starken 
inneren Druck (geringe Dichten) und mit kleinen Geschwindigkeiten handelt. 
Es ist dann 


p|0 


010 


wobei p die Massendichte des betrachteten Körpers ist. Die Gleichungen 
(3.2.15) vereinfachen sich dann zu 


Tem = (3.2.16) 


? (3.2.17) 
j K 
Uvper m p=-5p = Urn = Uv’gz 
Es ist daher 

! it min u. (3.2.18) 

wobei type die Gleichung (3.2.17) 
47G 2310, 
oo = =» (3.2.19) 


erfüllt. Wegen der vorausgesetzten langsamen Bewegung der Massen kann man 
in (3.2.19) auch die im d’Aleinbert- Operator enthaltene Zeitableitung ver- 


nachlässigen. so daß sich schließlich 


Are = - (3.2.20) 
ergibt. Der Vergleich mit (3.1.1) zeigt. daß x bis auf den Faktor c” identisch 
mit dem Newtonschen Gravitationspotential U ist: 

volle. 3.2.21) 
Setzt man dies in (3.2.1) ein. so erhält man die Endformel für das Lintenelement 
in der linearen Näherung 
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® 
| ds? = e?df? (1 + =) -dr? ( _ 5) ; (3.2.22) 
L & BR 

Wir wollen abschließend noch die Annahmen zusammensfellen. die in der 
Ableitung dieses Linienelements eingegangen sind. Grundvoraussetzung ist. 
daB die Abweichungen vom flachen Raum klein sind. d.h. U «& c2. Ferner 
müssen die Massen, die das Gravitationsfeld erzeugen. langsam bewegt sein 
nd dürfen auch keine großen inneren Spannungen (die durch Komponenten 
T,.; des Energie-Impulstensors gegeben wären) aufweisen. 

Ein Vergleich mit (1.4.6) zeigt, daß die Lösungen der Einsteinschen Feld- 
gleichungen (3.1.2) tatsächlich den Newtonschen Grenzfall korrekt wiederge- 
ben. Die hier gewonnene Lösung geht aber über (1.4.6) hinaus. da sie auch 
die Korrekturen zum Term de? des Linienelements berücksichtigt. Daher sind 
die im Kapitel 1 gemachten Einschränkungen in bezug auf die Geschwindigkeit 
der betrachteten Testkörper hier nicht notwendig. und das Linienelement kann 
auch zur Berechnung der Bewegung schneller Teilchen (Photonen) herangezo- 
gen werden. 

Aus der linearisierten Form ( 3.2.12) des Linienelements kann man außer der 
Newtonschen Näherung auch einige der Tests der allgemeinen Relativitätstheo- 
rie ableiten”. Die bisherigen Resultate ermöglichen die Berechnung der Lich- 
tablenkung und der Rotverschiebung eines Lichtquants im Gravitationsfeld. 
Auch die wesentlichen Beiträge zu der 1969 von Shapiro gemessenen Laufzeit- 
verlängerung eines an der Venus reflektierten Radarstrahls können aus (3.2.12) 
berechnet werden. Nur zur Bestimmung der Perihelverschiebung braucht man 
eine über (3.2.12) hinausgehende Lösung der Finsteinschen Feldgleichungen, 
die wir im nächsten Abschnitt berechnen wollen. 

Bevor wir uns dieser exakten Lösung. der Schwarzschild- 
wollen wir noch der Vollständigkeit halber die allgemeine Form der Metrik 
in der linearen Näherung angeben. Die vereinfachenden Annahmen über den 
Energie-Impulstensor und über die Vernachlässigbarkeit der zeitlichen Ablei- 
tungen in (3.2.15) brauchen bei dieser allgemeinen Lösung nicht gemacht zu 
werden, nur die Bedingung [ex] & 1 ist für die Gültigkeit notwendig. 


Die retardierte Green-Funktion G (2). die zur Gleichung (3.2.15) gehört. ist 
bekanntlich durch ee 


Metrik zuwenden. 


1 
Glz1)= — (ix! — 
(z.t) Fear ) (3.2.23) 
gegeben. Die allgemeine Lösung dieser Gleichung hat damit die Form 

Siehe Kapitel 4. 
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let) Ay Darr 
vlt) = -2G [d’r’ er) = a Rs a. 
2-8) (3.2.24) 
!=t-j2- 2. 
die in vielen Fällen nützlich ist. Dabei garantiert die lincarisierte Form des 
Erhaltungssatzes (3.1.6) die Erfüllung vor(3.2.11). 


Aufgaben 


1. Zeige. daß man durch geeignete Wahl der Funktion A,(r) stets (3.2.11) 
erreichen kann. 


2. Beweise, daß für eine isolierte Massenverteilung. die durch einen symmetri- 
schen erhaltenen Energie-Impulstensor T’* beschrieben wird. im Grenzfall 
des Minkowski-Raumes die Gleichung 


1d? e 
J Tasdir = 5., Too x’ ddr (3.2.25) 


gilt (Laue-Theorem ). 
3. Die Komponente Ugo. die dem Newtonschen Gravitationspotential ent- 


Spricht. ist nach (3.2.24) in großer Entfernung r von einer Massenverteilung 
durch 


2G - 1 
Untr)= 255 [@ (7 Zu 52) 


gegeben. Da für elektromagnetische Felder T=0 ist. entsteht leicht der 
Eindruck. daß elektromagnetische Selbstenergien. die in einer Masse ent- 
halten sind. zu einer doppelt so starken Anziehung führen wie „normale“ 
Materie, für die 7} = Ton. Zeige mit Hilfe des Laue- Theorems (3.2.25). daß 
für jede statische Massenverteilung 


GM 


r 


(14.7a) 


voalr)= - 


wobei U = [Ta dr die träge Masse ist. Die träge Masse und die in die 
Formel (1.4.7a} eingehende „aktive schwere Masse” sind stets gleich. 


(Diesbezüglich ist in Tolman (1934). p. 272 ein bekannter Fehler enthalten.) 


. Zeige. daß die Koordinatentransformation 


r=r{1+ 0/0) 
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für kugelsymmetrische Gravitationsfelder U = Ur) (3.2.12) auf die Form 


ds? = e?dt?(1+2U/e?) - dr”? (i + 2’) - ran? 


bringt. 


= 


3.3 Die Schwarzschild-Metrik 


Wir haben bereits bemerkt, daß die lineare Näherung der Einstein-Gleichungen 


nicht ausreicht, um die Perihelverschiebung und damit den wichtigsten Test der 
allgemeinen Relativitätstheorie zu berechnen. Wir wollen in diesem Abschnitt 


eine exakte Lösung der Einsteinschen Feldgleichungen bestimmen. die dem Gra- 
vitationsfeld der Sonne, also dem Feld im Außenraum einer kugelförmigen Mas- 


senverteilung, entspricht. Wir haben daher eine kugelsymmetrische Lösung der 
Vakuumgleichungen 


Ra =0 


zu finden. Dieses Beispiel wird zugleich zeigen. welch komplizierte nichtlinea- 
re Differentialgleichungen sich hinter den einfach aussehenden Feldgleichungen 
(3.1.2) in Wirklichkeit verbergen. 

Der erste Schritt zur Auffindung einer exakten Lösung ist die Wahl ei- 
nes geeigneten Koordinatensystems. Dieser Schritt ist entscheidend, da eine 
ungeeignete Wahl der Koordinaten eine Auflösung der Differentialgleichungen 
praktisch unmöglich macht. Hier müssen wir zunächst die offensichtliche Ku- 
gelsymmetrie des Problems benutzen. um das Linienelement zu vereinfachen. 
Dazu schreiben wir ds? zuerst in der allgemeinen Form 


mel 


e E4 
ds? = gpo (daP)? + Ion da dr® + gagda“ det, (3.3.1) 


wobei die Summen über a und 3 von 1 bis 3 gehen. Nun benutzen wir die 
Tatsache. daß das Linienelement invariant unter Rotationen der Koordinaten 
2°=D%,2°. DDT’=ı?° 


sein solL Die allgemeinsten Funktionen 900, 90a 
erfüllen. sind von der Gestalt 


(3.3.2) 


und 9.3. die diese Forderung 
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90 = fr”). an = gl)" /r. 


(3.3:3) 
9a3 = hir.) da3 - ira)? /r2. 
Dabei ist die neu eingeführte Koordinate r durch 
2 N ang [a 221 rrd.ır“ 
= dasatr" =! re. dr= (3.3.4) 


R 
definiert. Setzt man (3.3.3) in (3.3.1) ein und führt die Abkürzung x = t ein. 
so ergibt sich 


ds? = f{r.t)dt? — 2g(r.t) dt. x*dx® /r — hir.t) de“ dr* — r.H(2*dr® /r)?. 
(3.3.5) 
Führt man anstelle der Koordinaten x° Polarkoordinaten (r.#.o) ein. die wie 
üblich die Relationen 


dr“de? = de? = dr? +r?d?, d0? := d6? + sin?4do? 3.3.6) 


erfüllen. so läßt sich das Linienelement auf die Gestalt 


| ds? = f(r.t) dt? - 2g(r.t) dr dt - {hr.t) + j{r.N|dr ?_ 7? I f(r. t)d0? (3.3.7) 
kl 


bringen. Damit sind alle Aussagen. die man aus der gegebenen Kugelsymmetrie 
über die Form des_Linienelements_ machen “kann, t benutzt. Man hätte natürlich 
(3.3.7) auch intuitiv als die allgemeinste mögliche kugelsymmetrische Form des 


Linienelements anschreiben können. 
Es wäre möglich, die Zeitunabhängigkeit des gesuchten Linienelements aus- 


zunutzen. das ja das Gravitationsfeld einer ruhenden Massenverteilung be- 
schreiben soll. Wir wollen diese Forderung aber hier nicht verwenden. da man 
auch ohne sie auskommen kann und allein aus der Kugelsymmetrie bereits die 
statische Natur der Metrik folgt. 

Man könnte nun (3.3.7) direkt in die Feldgleichungen einsetzen und versu- 
chen. sie zu lösen. Diese Vorgangsweise wäre aber ungünstig. da wir die Freiheit 
in der Wahl des Koordinatensystems noch nicht voll ausgenutzt haben. um die 
Metrik möglichst weitgehend zu vereinfachen. Dazu bemerken wir. daß Trans- 


formationen der Forgi 
r=zulrd) t=urf) (3.3.8) 


mit der Umkehrung 


Feilrt), fsärh) 13.3.9) 
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zwar die Funktionen f, g. h und j abändern, die Form des Linienelements 
(3.3.7) aber invariant lassen, da die Kugelsymmetrie des Linienelements (3.3.7) 
durch Transformationen der Radial- und Zeitkoordinaten nicht beeinträchtigt 
wird. Führen wir zunächst eine neue Radialkoordinate durch! 


rhlrt)=R. t=f (3.3.10) 


ein, so vereinfacht sich der Winkelteil da? des Linienelements zıı 


do? = r?a2. (3.3.11) 


Diese Form ist die gleiche wie im flachen Raum. daher hat zum Beispiel eine Ku- 
gel die Oberfläche 4rr?. Diese Forderung legt die Normierung der Radialkoor- 
dinate fest. Durch die Transformation (3.3. 10) ändern sich auch die Funktionen 
f, 9, h. j. die im Linienelement (3.3.7) enthalten sind. und wären daher ebenso 
wie r durch einen Querstrich zu kennzeichnen. was der Einfachheit halber nicht 
geschehen soll. Das Linienelement hat danach die Forın 


ds? = f{r.t) dt? - 2g(r,t) drdt — (rt) + j(r,t))dr’ -r?d0?. (3.3.12) 


Nun können wir noch die Freiheit in der Wahl der Zeitkoordinate benutzen. 
Diese wollen wir dazu verwenden. um durch eine Transformation der Form 


(3.3.8) mit r = r den gemischten Term in (3.3.12) wegzuschaffen. Differentiation 
von (3.3.8) ergibt 


dv Ov 


td (3.3.13) 
Setzt man dies in (3.3.12) ein, so resultiert 
dv \” dv f dv 
ds? = 5) 2— | f— - 2 
(& + Er in g)drdk... (3.3.14) 
Wir wählen nun die r-Abhängigkeit von v({r,f) gemäß einer Lösung der Diffe- 
rentialgleichung 
öv _ glo,r) 
fan) (3.3.15) 


dies läßt noch beliebige Transformationen 


nn et | (3.3.16) 


offen und bringt das Linienelement auf die weiter vereinfachte Form 


"Dies ist unmöglich, wenn haxr!n i usnahms! 

: 5 - Man kann aber zeigen, daß dieser Ausnahmsfall 
keinen Vakuumlös ü r ; f EEE zu 
a Hi3T ungen führt. V gl. die genauere Diskussion im Anhang von Hawking & Ellis 
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to ; RR * 
ds? = erdt? - etdr? - ra. ] (33:17) 


Dabei haben wir wieder Querstriche weggelassen und die Koefhzienten der Me- 
trik durch die Funktionen v({r.t) und Afr.t) ausgedrückt. Diese Schreibweise 
hat rein rechnerische Vorteile und wird daher üblicherweise verwendet. 

Damit haben wir sowohl die Symmetrie des vorliegenden Problems. als auch 
die Freiheit in der Wahl der Koordinatenbedingungen fast_voll ausgenutzt. Nun 
müssen wir daran gehen, den Krümmunsstensor R'xı, BR: kim aus dem Linienelement 
(3.3.17, ) zu berechnen, Die erste Aufgabe dabei ist offensichtlich ch die Ermittlung 
der st Symbole. \lan könnte nun versuchen. dazu (1.3.6) zu benut- 
zen. doch stellt sich bald heraus. daß dies umständlich ist. Man geht besser 
vom zugrundeliegenden Variationsprinzip in der Form (1.3.12) aus. Durch Ver- 
gleich der entsprechenden Euler-Gleichungen mit (1.3.10) lassen sich direkt die 
Christoffel-Symbole ablesen. Im vorliegenden Fall ist KR = gır +7" durch 


K=-et-ArR-r6 — rsin0ö? (3.3.18) 


gegeben. wobei der Punkt wie vorher eine Ableitung nach einem Parameter s 
bedeutet. der entlang der Geodätischen variiert. Aus den Bedingungen 


nn = en i=0.123 r=r ©=06 v”=o (33.19) 
Or! dsör 
folgt zunächst für i=0 
2 2 Ap2 DR) _ I ger) = Bier + Mine” + Mrozer. 
ra 4 me ) € 2 
(3.3.20) 
wobei wir die Ableitungen nach der Zeit bzw. Radialkoordinate durch 
dv dv a 
an gr (33.21) 
bezeichnet haben. Vergleich mit 
+ Dart =0 (3.3.22) 
zeigt 
ri 1 Ur 0 0, ze er. (3.3.23) 
Im = zu Ta, = 3° Ig=1a= Zn 202 


Analog berechnet man die anderen Christoffel-Symbole zu {Aufgabe 1) 
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Ur v- Ar Ar 
Io=ye & In=7 = 
Ty=-re?* Tly=-rsin?det T2, =1/r (3.3.24) 
T}, = 1/r T2, = -sindcos8 T3, = cot#. 


Die hier nicht angeführten Christoffel-Symbole verschwinden. Diese Resultate 
muß man nun in (2.7.2) einsetzen und den so berechneten Krümmungstensor 
dann. wie in (2.7.7) angegeben. kontrahieren. um den für die Einsteinschen 
Gleichungen relevanten Ricci-Tensor zu gewinnen. Da diese Methode zur Be- 
rechnung des Krümmungstensors überaus umständlich ist und wir später ein 
besseres Verfahren kennenlernen werden (Kapitel 7). wollen wir hier nur die 
Resultate angeben und es dem Leser als Übungsaufgabe überlassen. einige der 
Komponenten von Rim wirklich explizit zu berechnen. 

Nach der erwähnten längeren Rechnung ergibt sich für die nichtverschwin- 
denden Komponenten des Einstein-Tensors (2.7.14) 


r 1 1 
G'; Ze‘ (* + =) = Rs (3.3.25«) 
2, =, 1. a ee Ve 75 Von | > 5 
2= 35€ Ka ee De (2A + X — Ar). 
(3.3.256) 
ı _ 1 
az zer fr. (3.3.25c, d) 


Da im Außenraum G’, = 0 sein muß. folgt aus (3.3.25d) zunächst A: = 0, also 
ist A zeitunabhängig. Dürch Subtraktion von (3.3.25a) und (3.3.25c) erhält man 
weiters 


A + =0 (3.3.26) 
und daher 


A+v=gft), (3.3.27) 
wobei g(t) eine beliebige Funktion der Zeit ist. Die Transformation (3.3.16) mit 


i= / de ere#/2 (3.3.38) 


we aber gerade v — vu — 4. so daß bei Benutzung dieser neuen Zeitkoordi- 
€ e 


A+v=0 (3.3.29) 
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resultiert. Wir brauchen daher nur X aus (3.3.25c) zu berechnen. Nach Multi- 
plikation dieser Gleichung mit r?e? ergibt sich 


dA Ir 
ee ker; 2 —. (3.3.30) 


mit e* =21/® folgt daraus 


nr=-Iınll-®+C. (3.3.31) 
Setzen wir die Integrationskonstante C = In2A/l, wodurch A definiert wird. so 
ergibt sich endgültig 
2M 
d=e'=1- Ze (3.3.32) 
Aus (3.3.29) kann dann auch v bestimmt werden, und wir erhalten das 
Schwarzschild-Linienelement 


MN 
a - (1-2 ar -( 
T 


(3.3.33) 


Ein Vergleich mit der Newtonschen Näherung (1.4.7) zeigt. daß die als Integrati- g ’ 


onskonstante eingeführte Größe 2M tatsächlich mit dem Schwarzschild-Radius f 


übereinstimmt. 
Die derart berechnete Metrik ist in vielerlei Beziehung bemerkenswert. 


Zunächst ist hervorzuheben. daß sie tatsächlich statisch ist. Das haben wir als 
Konsequenz der Feldgleichungen baten Femme ehält die Metrik nur eine 
einzige Integrationskonstante, nämlich den Schwarzschild-Radius_der betrach- 
teten Masse. Diese beiden Tatsachen haben bedeutende physikalische Konse- 
quenzen. Es folgt daraus, daß das Gravitationsfeld im Außenraum eines ku- 


gelförmigen Körpers _ denn nur dieses haben wir ja_berechnet.- unabhängig 


physikalische Interpretation der allgemeinen Relativitätstheorie beträchtlich. 
So brauchen wir uns bei der folgenden Berechnung der Tests der Theorie nicht 
um etwaige Ansätze für den Innenraum und die Anstückelungsbedingungen an 
der Grenzfläche zu kümmern. Wir werden daher die Frage der Innenraumlösung 
erst im Kapitel $ behandeln. 


[2 
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Bemerkenswert an der obigen Ableitung der Schwarzschild-Metrik ist. daß 
wir an keiner Stelle die Gleichung (3.3.25b) benutzt haben. Wie man sich leicht 
überzeugt, ist es nicht notwendig. diese Gleichung gesondert zu betrachten. da 
sie wegen der Bianchi-Identitäten identisch erfüllt ist (siehe Aufgabe). 

Das Schwarzschild-Linienelement weist eine Singularität_in r = 2M auf. 
die Schwarzschild-Singularität. die in der Literatur viel diskutiert wurde. Al- 
lerdings zeigen die im Kapitel 1 diskutierten Beispiele. daß der Schwarzschild- 
Radius 24/ für die Sonne, die Planeten und allen irdischen Körper sehr viel 
kleiner als der wirkliche Radius dieser Körper ist. Die Singularität liest_da- 
her_im Innenraum, wo die Lösung (3.3.33) nicht mehr gilt. Es ist aber noch 
zu untersuchen, was geschieht. wenn man einen Körper auf einen Radius. der 
kleiner oder gleich dem Schwarzschild-Radius ist. komprimiert. Diese Frage soll 
im Kapitel 8 erörtert werden. Wir wollen aber schon hier feststellen. daß die 


Singularität des Koeffizienten 


217\ ° 
RE (i _ =) (3.3.34) 
inr = 2M nur eine_Eige 85 Koordipatensystems ist und nicht eine 


Eigenschaft der Geometrie, die durch dieses Koordinatensystem beschrieben 


wird. Führen wir etwa eine Transformation der Radialkoordinate der Form 


Belie e 3.3.35) 
= zw)" 


. - . ENETEEREERISEnE EEE 
durch. so ergibt sich die folgende isotrope Form 


= 
1- M/2r\? 
ds? = 2_ 14 122 
se (u = ) dt“ - (1 + M/2r)?dz (3.3.36) 


des Schwarzschild-Linienelernents, wobei 


ga’ ar + ran (3.3.37) 
Der Koeffizient von dr? hat im Punkt # — M/2- der r =2M entspricht - den 
endlichen Wert 16 und weist nur eine Singularität in # = 0 auf. Allerdings ver- 
schwindet in # = M/2 der Koeffizient von dt?. Ferner ist (3.3.36) auch ein Bei- 
spiel dafür, in wieviel verschiedenen Formen das Schwarzschild-Linienelement 
auftreten kann. Alle diese Formen können durch Koordinatentransformationen 
ineinander übergeführt werden, doch ist es bei einer vorgelegten Metrik oft 
nicht leicht zu erkennen, ob es sich dabei um eine in ungewohnten Koordinaten 
geschriebene Schwarzschild-Metrik handelt und durch welche Transformation 
sie in die Standardform (3.3.33) übergeführt werden kann. 


3.3. Die Schwarzschild-Metrik [0] 


Mit der hier erfolgten Aufstellung einer Lösung der Einsteinschen Feldglei- 
chungen ist aber nur ein Teil der Probleme bewältigt. Es bleiben noch die geo- 
metrischen Eigenschaften der Lösungen zu studieren was zum Teil in den 
folgenden Aufgaben geschehen soll -. und vor allen ist das Verhalten von 
Testkörpern in dem Gravitationsfeld zu untersuchen. Dazu müssen die Glei- 
chungen der Geodätischen in der betrachteten Metrik berechnet und mit dem 
Experiment verglichen werden. Dies soll im Kapitel 4 geschehen. 


Aufgaben 
1. Berechne alle Christoffel-Symbole für (3.3.17). 


2. Berechne R%,,. Roa- 


3. Zeige, daß für das Linienelement (3.3.17) unter der Annahme. Ga=Glh= 
G®, = 0 sei schon erreicht. von den Ausdrücken G’«., nur G’ı., = -2G°, 
noch nicht verschwindet. die kontrahierte Bianchi-Identität (2.7.14) also 
tatsächlich G?2 = G?z = 0 impliziert. 


A. Berechne die Fläche F zwischen den Kreisen # = M /2 und’ = R(# = r/2) 
in der isotropen Form (3.3.36) des Schwarzschild-Linienelements. 


B = „.2aR ARM 
2 2 
Resultat: F=r (® +4AR + 3A? In wer: or) . 


5. Übersetze das Resultat mittels 7 = (r - M + Yr2 -2Mr)/2 in die 
Standard-Koordinaten (3.3.33) und berechne die Grenzfäler =R»>M 
und R=2M+ee«& 2M. Resultat: F = rR?+2MRnı: R>M. 
FE = 87 MM? /Z2e/M, R=2M +e. 

Ein Kreis mit Umfang 2rR hat daher in der Schwarzschild-Metrik eine 
größere Innenfläche als im ebenen Raum. obwohl wir den Teil mit r < 24 


ausgelassen haben! 
6. Führe die gleiche Rechnung auch für den Abstand A zweier Kreise und das 
Volumen V zwischen zwei Kugelschalen aus. und vergleiche mit dem ebenen 


Raum. 
Die geometrische Veranschaulichung der Resultate wird im ersten Teil von 


Abschnitt 8.4 gegeben. 


7. Wie sieht das Schwarzschild-Linienelement in einem Koordinatensystem 
aus, in dem der Radialteil die einfache Form do? = dr? hat? 


8. In der .Äquatorebene” # = 5 der Schwarzschild-Metrik werde ein Körper 
durch eine (reibungsfreie) Schiene auf einer Kreisbahn r = const. geführt 
und bewege sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit. x = „t. Berechne 
die radiale Viererbeschleunigung und zeige. daß sie für r = 34 - und für 
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r < 3M ihr Vorzeichen nicht mehr von » abhängt (.Abramowiez’sche 
Fliehkraftumkehr"). 


3.4  Variationsprinzip 


In torentzinvarianten Feldtheorien ist es üblich, Feldgleichungen nicht einfach 
zu postulieren, sondern aus einem Variationsprinzip herzuleiten. Dadurch wird 
automatisch die Existenz von Erhaltungssätzen gesichert (Noether-Theorem) 
und außerdem eine Grundlage für die Quantisierung (Schwingersches Variati- 
onsprinzip, Feynmansches Wegintegral)!! geschaffen. Wir wollen hier zeigen. 
daß auch die Feldgleichungen (3.1.2) aus einem Variationsprinzip hergeleitet 
werden können. wobei wir uns zunächst auf das freie Gravitationsfeld (Tk=0) 


beschränken wollen. Das Wirkungsintegrai Wr des Feldes ist in diesem Fall 
durch 


1 
Wr = = Hi d’r/-gR (3.4.1) 


gegeben. wie wir zeigen wollen. wobei R der Krümmungsskalar (2.7.8) ist. Wr 
ist eine Invariante. da R ein Skalar ist und dV = dr, /-g das invariante Volu- 
melement des d-dimensionalen Raumes angibt (s. Aufg. 1). Die Feldgleichungen 
sollen aus (3.4.1) und der Bedingung $W = 0 bei beliebigen Variationen 6g:% 
folgen. R\/-g ist daher die Lagrange-Funktion des freien Gravitationsfeldes, 
9x sind die Feldvariablen. 

Merkwürdig erscheint zunächst, daß die Lagrange-Funktion die zweiten Ab- 
leitungen der Feldvariablen 9.x enthält, was in Feldtheorien nicht üblich ist. 


Man kann diese Ableitungen aber durch eine partielle Integration eliminieren. 
da sie in R nur linear enthalten sind: 


VOR = Veag* Ru = 


v9 ıkym ikyım ikTım r k se 
9 {gFT” m gem, + Tu Tgm - gar}. 


Ableitungen zweiter Ordnung kommen in den ersten beiden Termen vor. Wir 
formen diese wie folgt um: 


h gg" m en ( /—g g“T”;) _ Tr ( [= gg'*) 


it Hilfe von (2.4.9) und (2.4.10 
ausgeführt werden, wobei wieder 


(3.4.3) 


m” 


) kann die Differentiation im letzten Term 
Terme resultieren, die quadratisch in T sind. 


vgl. Thirring (1958). Nash (1978). 
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“ gR z v 96 = (vaog"T" x WV 99" Tr) „, ® (3.4.4) 
wobei G quadratisch in den Christoffel-Symbolen ist: 
G= Se I’;m = Dr Dar): (3.4.5) 


G ist natürlich kein Skalar, was schon daraus folgt, daß G im Ursprung eines 
Riemannschen Koordinatensystems gleich Null ist. Es gilt aber 


5 [veardte=5 | Veaca'e. (3.1.6) 


da der Divergenzterm in (3.4.4) in ein Hüllenintegral umgewandelt werden kann 
und bei der Variation keine Rolle spielt. Da auf der linken Seite von (3.4.6) ei- 
ne Invariante steht. folgt, daß auch die rechte Seite eine Invariante ist. Die 
Erklärung dafür ist. daß die Variationen der E (im Gegensatz zu den T selbst) 
Tensorgrößen sind. Nach (2.6.24) ist nämlich T*;m Axdr”* die Änderung ei- 
nes Vektors bei einer infinitesimalen Parallelverschiebung um d.r". Daher ist 
STF;mArdx”" die Differenz zweier Vektoren. die bei zwei Parallelverschiebun- 
gen (mit variiertem und nichtvarüiertem T) resultieren. Die Differenz zweier 
Vektoren in einem Punkt ist aber wieder ein Vektor. öT daher ein Tensor. 
Wir können also „9 G als Lagrange-Funktion des freien Gravitationsfeldes 
benutzen. Sie ist quadratisch in den Ableitungen gır.ı der Feldvariablen. enthält 
aber die g;. selbst in sehr komplexer Weise. Es ist daher nicht zweckmäßig, zur 
Verifikation unserer Behauptung die Euler-Gleichungen des Variationsproblems 


a ay=gG _ dV7s6 (3.47) 
Ir Ogırı Ogik 
ultat ergibt sich schneller, wenn man die 


heranzuziehen. Das gewünschte Res 
Variation direkt an (3.4.1) ausführt: 


KW =6 [Rv-ad'r=6 Jg“ Ruv-gd'r 


= [ögRay-gd'x + [gFöR KV -gdtr + [RöYgdtr. 


(3.4.8) 
Der letzte Term kann mit Hilfe von (vgl. die Herleitung von (2.4.11) 
1 ög x .ık 5 
8-8 = 5705 9#69 (3.4.9) 


umgeformt werden. Wir erhalten dann 


1 5 B 
26 6WF = / (Ru — 5auR) sr /gd'r + Jsröruv-ser (3.4.10) 
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Wäre der zweite Term in (3.4.10) nicht vorhanden, so würde ö1/’ = 0 bereits 
das gewünschte Resultat für ein quellenfreies Gravitationsfeld 


Rk- 39; R=0 (3.4.11) 


liefern. Wir können aber zeigen. daß der störende Term in ein Oberflächenin- 
tegral umgewandelt werden kann. Dazu gehen wir zunächst in den Ursprung 
eines RVKS über, wo T’xı =0 und gi. = O gilt. Wir erhalten dann 


göR;k = gKUT"T m) r 2 (ST”;k)m} 


(3.4.12) 
Zu g(ETEx) m = HT”) m =U"m. 


wobei 


wr grötk, = gFöT";.. (3.4.13) 
Da die Variationen der T einen Tensor bilden, ist die Größe um ein Vektor. 


Die Gleichung (3.4.12) kann daher auf ein beliebiges Koordinatensystem ver- 
allgemeinert werden, indem man die Ableitung auf der rechten Seite durch die 


kovariante Ableitung ersetzt: 
a A (3.4.14) 


Es ist also tatsächlich 


/ GFöRKY-gd!r = f (v-gw") „dx (3.4.15) 


ein Integral über eine Divergenz, das durch Umwandlung in ein Oberflächen- 
integral entfernt werden kann. Man beachte, daß auf Grund von (3.4.13) dabei 
vorausgesetzt ist, daß auf dem Rand 
auch die ersten Ableit 


n, sollen in Kapitel 9 erörtert werden.) 


insteinschen Fı i ; 2 
de ae en Feldgleichungen (3.1.2) durch Ad 


Wu nz IE V -gLu(A. gir)- (3.4.16) 


3.4. Variationsprinzip 13 


zu demjenigen des freien Gravitationsfeldes folgen. Dabei ist L, die kovariante 
Lagrange-Funktion der Materiefelder A(x). die wie angedeutet außer von A{r) 
auch von der Metrik g,, abhängt. 

Ein Beispiel möge dies erläutern. Für ein skalares Feld’? lautet die La- 
grange-Funktion (in Cartesischen Koordinaten im flachen Ratın) 


ı en 
Lu=z (A,Aun® - m?A?). (3.4.17) 


Führen wir krummlinige Koordinaten im flachen Raum ein. so erhalten wir die 


kovariante Form von L 


Lxr hat daher in krummlinigen Koordinaten die Eigenschaft. sowobl von Aals 
auch von g,; abzuhängen, was für eine Wechselwirkung charakteristisch ist. 
Die allgemeine Vorschrift zur Berechnung der in (3.4.16) enthaltenen 
Lagrange-Funktion Zur lautet: Man schreibe die Lagrange-Funktion der Mate- 
riefelder im flachen Raum zunächst in Cartesischen Koordinaten an und führe 
dann beliebige krummlinige Koordinaten ein. Die so entstehende kovariante 
Lagrange-Funktion ist dann auch die Lagrange-Funktion der Materie im Gra- 


viatationsfeld’®. 
Demnach ist das vollständige Wirkungsintegral der allgemeinen Relati- 


vitätstheorie durch 
5 4 R 
W= UrvV-g9 Ir = Lar(A. gi) (3.4.19) 


gegeben. 
Die Bewegungsgleichungen für die Felder A(x) folgen wie üblich aus der 


Stationarität des Wirkungsintegrals bei Variationen von A um 6A: 


_fölu 9 OLu\, 
Ww.—_0- _ fddr Sal a - — a 
Wr = 0 = Wu = [av ( BA  OrköAx — 


(3.4.20) 
ölm 8 Lu 


BA Or 9A 


Beliebige kleine Änderungen 6A der "\lateriefelder lassen also das Wirkungsin- 
tegral Wyr ungeändert. wenn A den Bewegungsgleichungen genügt. 


12Siehe etwa Bjerken-Dreil (1967). 1/m ist die Compton-Wellenlänge der durch (3.4.17 


beschriebenen skalaren Teilchen (in Einheiten mite=1= )- 
13 Minimale Kopplung“, entspricht der minimalen Kopplung p— p-eAinder Elektro- 


dynamik. 
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Wir haben nun aus (3.4.19) noch durch Variation der 9,x die Feldgleichungen 
des Gravitationsfeldes bei Anwesenheit von Materie herzuleiten. Den ersten 
Term von (3.1.19). Wr. haben wir bereits variiert. das Resultat war 


1 " 
Nr = 5: fe v9 (Ru = zu) ög*. (3.4.21) 
RK 


Nun ist noch Wr; zu variieren: 


War Pa fe [0] (Lu V 9) ög’k Bu ö (v | . (3.4.22) 
ägik ägik, ’ 
Nach der üblichen partiellen Integration erhält man 
5Wy = [eevrsstase*. (3.4.23) 
wo 
| (v v 
2 [7] -gLyr) ö { —gL ar) 
Tr := : — 3.4.24 
| * = { Ög'k dl dgrk ( ) 


der Energie-Impulstensor der betrachteten Materie ist. Die Tensor-Eigenschaft 


von T,x ergibt sich direkt aus (3.4.23). Aus öW = 0 erhalten wir daher mit 
(3.4.21) und (3.1.22) schließlich 


Rk er 3 9:«R =—k Tik: (3.4.25) 


Es ist ‚noch zu zeigen, daß der durch (3.4.24) definierte Tensor tatsächlich der 
Energie-Impulstensor ist. Dazu zeigen wir zunächst, daß T,, erhalten ist, d.h. 


Tri =0. (3.4.26) 
Diese Erhaltungssätze folgen aus der Bianchi-Identität (2.7.14), können aber 
auch aus der Invarianz des Wirkungsintegrals (3.4.16) gegen beliebige Ko- 
ordinatentransformationen abgeleitet werden. Wenn wir in (3.3.23) Variatio- 
nen ög'* einsetzen, die einer Koordinatentransformation entsprechen, muß sich 
My= 0 ergeben (Aufgabe 2). 
Die Übereinstimmung des erhaltenen Tensors 
schen (Belinfante) Energie-Impulstensor kann in 
lares Feld, Dirac-Feld, Maxwell-Feld) 


Beweis für diese Übereinstimmung 


(3.4.24) mit dem symmetri- 
den einfachsten Fällen (ska- 
explizit gezeigt werden. Ein allgemeiner 
wurde von Rosenfeld und Marx gegeben. ! 


m 
14]. Rosenfeld, Mem. Acad. Roy. Beig. 18, 2 (1933), G. Marx, 


Van Acta Phys. ‚1. 
(1952). Vgl. auch E. A. Lord, 3. Math. Phys. 17,37 (1976). a 


3.4. Variationsprinzip > 


Aufgaben 


1. Zeige. daß das invariante Volumelement im 4-dimensionalen Raum durch 
di = yY-gd'r (3.4.27) 


gegeben ist. 
Anleitung: a) Besonders anschaulich wird die Herleitung. wenn man sich auf 
orthogonale Koordinaten beschränkt. Wegen 


3 
ds? =) ‚gu(de')? 


ı=0 


sind die Strecken. die de’ (i=0..... 3) entsprechen. einfach durch 


ds.) =vV \gi.! dr’ 


gegeben. Das Volumelement ist dann das Produkt dieser 4 orthogonalen 


Strecken dV = ds(oyds(ds(2yds(a) = Y9dr. da 9 = 900 9ıı 922 933- 

b) Allgemeiner ist das Volumelement der Raum-Zeit in der Umgebung des 
Ursprungs eines RNKS r' einfach durch dV = d!r gegeben: beim Über- 
gang auf beliebige andere Koordinaten gilt dann d!r = det(örf/ör)d'r 
(Multiplikation mit Funktionaldeterminante), wie aus der Differentialrech- 


nung bekannt ist. Mit 


dx! dx” d#\” 
g = det g;x = det | Dat rk 1) = det (3) det nm 


erhalten wir das gesuchte Resultat 


dV = d!r= Y-gd'r. 


Das Problem der Integration im Riemannschen Raum werden wir nochmals 
im Kapitel 7 aufnehmen. 


2. Zeige, daß aus der Invarianz von Wr bzw. W;, gegen Koordinatentransfor- 
mationen die kontrahierten Bianchi-Identitäten bzw. die Erhaltungssätze 
(3.4.26) folgen. 

Anleitung: Um Variationen ög'*(r) zu erhalten. die nur von einem Argu- 
ment x abhängen, führt man zuerst eine Transformation der Form (2.9.1) 
durch. wobei die € am Rande des Integrationsgebietes so gegen 0 gehen. daß 
alle Bildpunkte P auch innerhalb des Integrationsgebietes liegen. und führt 
dann genau wie in Abschnitt 2.10 die Koordinatentransformation {2.10.1) 
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durch, woranf sich ög’® = e(v"® +1*") ergibt (Variationen 6.A. die dabei ent- 
stehen. brauchen wegen (3.4.20) nicht berücksichtigt zu werden). während 
Vi bei diesen Prozessen ungeändert bleiben muß. Setzt man dies in (3.1.23) 
ein, so folgt nach einer partiellen Integration (3.4.26) bzw. (2.7.14). 


- Berechne den Energie-Impulstensor für das skalare Feld (3.1.18) nach der 


Vorschrift (3.4.24) unter Benutzung von 


ae... Ä 
75 E = 9%. (3.4.9a) 


. Zeige, daß exym = Y-ge(ikjm) ein Pseudotensor ist und daß die kontrava- 


rianten Komponenten 


ihm _ _ e(ikjm) 


Ts (3.4.28) 


lauten. Berechne &,x m... und Lr&ikzm! 
Hinweis: Aus der trivialen Identität (totale Antisymmetrisierung!) 


sf = 
07. Eikjm] =0 


folgt unter Beachtung der Antisymmetrie von e... 


Öl em = Heim + es + 5 erkım + ik: 


Resultat: 


Ekjmie =, (3.4.29) 
Lreıkjm = U ekjm- (3.4.30) 


Bemerkung: Daß totale Antisymmetrisierung über mehr Indizes als die 
Raumdimension beträgt Null ergibt, ist die Quelle einer erstaunlichen An- 
zahl von Identitäten. Siehe dazu A. Höglund, Theses No. 828 (Matematiska 
Institutionen, Linköpings universitet, SE-581 83 Linköping, Sweden). 


Kapitel 4 


Experimentelle Tests 


Dieses Kapitel enthält das physikalische Kernstück der allgemeinen Relati- 
vitätstheorie, nämlich ihre Überprüfung durch das Experiment. Der Grund für 
das starke Nachlassen des Interesses an der Einsteinschen Gravitationstheorie 
in den Jahren 1920 bis 1960 war ja gerade die geringe Zahl von Experimen- 
ten zur Relativitätstheorie und die Aussichtslosigkeit. diese Experimente in ir- 
gendeiner Weise entscheidend zu verbessern. Durch die Weiterentwicklung der 
physikalischen Meßverfahren und vor allem durch die neu entstandene Satel- 
litentechnik hat sich diese Situation grundlegend geändert'. In der folgenden 
Diskussion der experimentellen Evidenz soll die Reihenfolge eher historisch als 


systematisch sein. 


4.1 Äquivalenzprinzip und Eötvös-Experiment 


Die Grundgleichungen der allgemeinen Relativitätstheorie bestehen aus zwei 
Teilen. den Feldgleichungen 


und den Bewegungsgleichungen. die z.B. für strukturlose Probeteilchen die 
Form haben 

der! d.r! dr* 

j2 + ven 0. (4.1.2) 
Man kann zeigen, daß in den einfachsten Fällen die Bewegungsgleichungen eine 
Folge der Feldgleichungen sind. Sie brauchen daher in diesen Fällen nicht ge- 
sondert postuliert werden. Man kann aber nicht umgekehrt aus den Bewegungs- 


I Die experimentelle Situation wird im Detail von C.N Willi in Hawking & Israel (1979) 
und von 1. I. Shapiro in Held (1980), Vol. II. analysiert: s. auch R. D. Reasenberg. in Bergmann 
& de Sabbata (1980) und die am Ende von Abschnitt 1.4.0 genannten Werke. 
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gleichungen auf die Fellgleichungen schließen. Bei der folgenden Diskussion der 
Experimente zur Relativitätstheorie ist es wesentlich. die Aussagen. die in den 
Gleichungen (4.1.1) bzw. (4.1.2) stecken, klar zu trennen. Die Bewegungsglei- 
chungen sagen aus, daß der Raum eine Riemannsche Struktur hat. und wie sich 
strukturlose kleine Probekörper darin bewegen. Die Bewegungsgleichungen sa- 
gen aber nichts über die Form der Metrik 9; aus. In den Feldgleichungen 
(4.1.1) wird dagegen die Geometrie des Riemannschen Raumes. in dem sich die 


‚ Teilchen bewegen. als Funktion der Massenverteilung bestimmt. 


Die Grundidee der allgemeinen Relativitätstheorie steckt in den Bewegungs- 
gleichungen. Sie enthalten bereits die Hypothese, daß Gravitationsfelder durch 
die Raum-Zeit-Geometrie beschrieben werden können. Wie immer auch die 
durch die Feldgleichungen bestimmte Struktur der Metrik 9ır beschaffen sein 
mag, stets kann in einem Raum-Zeitpunkt ein RY\KS eingeführt werden. so 
daß sich die Bewegungsgleichungen zu 


Er 

ds? 
vereinfachen. In dem so definierten. momentan frei fallenden Koordinatensy- 
stem verharren alle Körper in gleichförmiger unbeschleunigter Bewegung. Dar- 
ans folgt. daß die Gravitationsbeschleunigung unabhängig von der Zusammen- 
setzung eines Körpers ist und für alle Massen den gleichen Wert hat. Dieses 
Resultat erscheint. oberflächlich betrachtet. nicht sehr interessant. da es be- 


reits von der Newtonschen Theorie vorhergesagt wird. Eine nähere Analyse 
wird aber weitgehende Unterschiede aufdeecken. 


=0 (4.1.3) 


4.1.1 Die Situation in der Newtonschen Theorie 


Aus dem Newtonschen Gravitationsgesetz 


EWR Gm,M 
NE = a er (4.1.4) 


fällt unter der Annahme. daß für alle Körper 


MM; =m, (4.1.5) 


gilt, die Masse heraus, und es ergibt sich 


al ; genau wie in der allgemeinen Relati- 
vitätstheorie das Resultat. daß alle Körper die gleiche Gravitationsbeschleuni- 
gung erleiden. Wä 


ährend dies aber in der Einsteinschen Theorie eine Notwendig- 
keit war - man könnte die Theorie sonst gar nicht formulieren -, ist (4.1.5) in 
der Newtonschen Theorie ein Faktum. das dem Experiment ent 
das aber genau so gut anders sein könnte. In der Newtonsch. 
steht kein Grund für die Gleichheit von träger und schwerer 


nommen wird. 
en Theorie be- 
Masse. während 
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diese Tatsache in der allgemeinen Relativitätstheorie ihre natürliche Erklärung 
findet.? n 

Noch etwas weiteres steckt in den obigen Gleichungen. Auch M kann als 
Testmasse benutzt werden. wobei sich die Bewegungsgleichung 


GM,ma 
——z 


2 (4.1.6) 


Mı zT ee 
ergibt. Die Masse m spielt jetzt die Rolle der aktiven schweren Masse m.«. 
die das Gravitationsfeld erzeugt. Auch diese Masse wird in der Newtonschen 


Theorie gleich der trägen Masse gesetzt: 


ma=mı =m;: (4.1.7) 


Diese Gleichsetzung von m, und m, ist eine Konsequenz des dritten New- 
tonschen Axioms (actio = reactio): jede Abänderung hätte eine Verletzung 
des Impulserhaltungssatzes zur Folge. Die Gleichheit von aktiver und passi- 
ver schwerer Masse ist also in der Newtonschen Theorie wesentlich. während 
die Übereinstimmung dieser beiden Größen mit der trägen Masse als Zufall 


erscheint. 


4.1.2 Die Situation in der allgemeinen Relativitätstheorie 


Die Ableitung der Formel (4.1.3). die zeigen soll. daß alle Körper mit der glei- 
chen Gravitationsbeschleunigung fallen, hat den Nachteil. nur für Massenpunk- 
te gültig zu sein. In Wirklichkeit sind aber Massen sehr komplizierte Gebilde. 
deren innere Struktur der Reihe nach von der Festkörperphysik. Atomphysik. 
Kernphysik und schließlich Elementarteilchenphysik beschrieben wird. wobei 
die letztere Beschreibung noch keinesfalls eine endgültige Form erreicht hat. 
Es fragt sich nun. inwieweit die Gravitationsbeschleunigung von dieser inneren 
Struktur des Körpers unabhängig ist. Diese Frage ist keinesfalls so trivial. wie 
sie auf den ersten Blick erscheinen mag. Man denke nur an den komplizierten 
Aufbau eines Festkörpers aus Atomkernen und Elektronen. die sich mit Ge- 
schwindigkeiten bewegen. die mit der Lichtgeschwindigkeit vergleichbar sind. 
Dieser Aufbau ist völlig verschieden für z.B. Gold und Aluminium. und doch 
stellt man — wie wir noch sehen werden - fest. daß die Gravitationsbeschlen- 
nigung dieser beiden Elemente im Erdschwerefeld sich um weniger als 10-1! 
unterscheiden. Würde man nun naiv eine Feldtheorie der Gravitation konstru- 
ieren, so würde daraus im allgemeinen keinesfalls diese extreme Gleichheit der 
Gravitationsbeschleunigung völlig unterschiedlich aufgebauter \assen folgen’. 


2E, Cartan hat auch eine Geometrisierung der Newtonschen Theorie unter Inkorporie- 
rung von mı = Ms angegeben; s. A. Trautman in Deser & Ford (1965). Einsteins Theorie 
berücksichtigt darüber hinaus noch die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit der Gravitati- 
onswechselwirkung. 

3]n der Tat war eine derartige Überlegung der historische Grund. warum Einstein die 
skalare Theorie der Gravitation verwarf. Nordström (Phys. Zs. 13. 1126. 1912} hatte eine 
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Es ist daher unzureichend, die Gleichheit der Gravitationsbeschleunigung nur 
für Massenpunkte zu zeigen. in hinreichender Näherung muß diese Tatsache 
auch für komplex aufgebaute Massen bewiesen werden. Da dieses Problem im 
Rahmen der allgemeinen Relativitätstheorie äußerst kompliziert und vielschich- 
fig ist. wie die zahllosen Abhandlungen über die Bewegung ausgedehnter Mas- 
sen in der Einsteinschen Gravitationstheorie bezeugen. wollen wir es hier nur 
ganz allgemein erörtern. 

Das einfachste Argument. das die Unabhängigkeit der Fallbeschleunigung 
von der inneren Struktur eines Körpers im Rahmen der allgemeinen Relati- 
vitätstheorie beweist, ist folgendes. In (2.7.15) wurde gezeigt. daß die Metrik 
in der Umgebung des Ursprungs eines RNKS in der Form 


IGk-mkt 3 Riikm aa” +... (4.1.8) 


geschrieben werden kann. Wenn man sich daher auf Raum-Zeit- Abstände be- 
schränkt. für die 


6:= |Rırım ar" |< 1 (4.1.9) 


gilt. so kann man die Raumkrümmung vernachlässigen und die Raum-Zeit 
durch den Minkowski-Raum der speziellen Relativitätstheorie ersetzen. Im so 
eingeführten frei fallenden (RNK - ) System sind also alle Einflüsse des Gra- 
vitationsfeldes innerhalb der in (4.1.9) gegebenen Raum-Zeit-Einschränkungen 
wegtransformiert. Kein Körper erleidet in der Umgebung des Ursprungs dieses 
Koordinatensystems eine Schwerebeschleunigung, so daß. gesehen von einem 
beliebigen anderen Bezugssystem, alle Körper die gleiche Fallbeschleunigung 
aufweisen. Etwaige Abweichungen von dieser Konstanz der Fallbeschleunigung 
werden proportional zu der in (4.1.9) eingeführten Konstante 6 sein. Für etwa 
inetergroße Objekte auf der Erde sind derartige Abweichungen, die von der In- 
homogenität des Schwerefeldes herrühren, von der Größenordnung 1024 und 
daher zu vernachlässigen. 

Gegen dieses Argument könnte man folgenden Einwand erheben: Es ist 
bekannt, daß für Massen, die einen Eigendrehimpuls aufweisen, eine von einer 
Geodätischen abweichende Bewegungsgleichung 


dv! ; 1 
E% + Turtl! = au Km vro'r (4.1.10) 


Massen vorhersagen würde. 
und wurde erst von Harvey (Ann. Phys. (N. Y.) 29 
einen Fehler. wie von Dicke (Ann. Phys. (N.Y.) sı 
kann vielleicht aber trotzdem als Blustration dafür 
bei einer willkürlichen Aufstellung einer speziell-relativistisc. 
könnte. {Siehe auch RU. Sext, Forts. Phys., 15, 260, 1967.) 
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gilt?. Dabei beschreibt 0; den Eigendrehimpuls des Teilchens, der in speziell- 
relativistischer Näherung durch 


OR = fe piz)(zur — IRU) (4.1.11) 


gegeben ist: p ist die Dichte des Körpers, u’ sein inneres Geschwindigkeitsfeld 
(im Gegensatz zur Schwerpunktsbewegung v*). Man könnte nun annehmen, 
daß bei genügend großem Eigendrehimpuls die Abweichungen von der geodäti- 
schen Bewegung beliebig groß werden und damit ein Gegenbeispiel zu unseren 
früheren Überlegungen gefunden ist. Um dies zu widerlegen. gehen wir wieder 
in den Ursprung eines RNK'S über. Dann gilt 


U Rlym vtalm /M. (4.1.12) 


Nun kann der Eigendrehimpuls eines Körpers, der von der Ausdehnung d ist. 
höchstens 


ol” x Md (4.1.13) 


betragen, da die Drehgeschwindigkeit des Körpers am Rande die Lichtgeschwin- 
digkeit nicht überschreiten kann. Setzt man diesen Höchstwert in (4.1.12) ein. 
so ergibt sich für die Strecke r. die der Körper in der Zeit t durch die anomale 


Fallbeschleunigung zurücklegt. der Wert 


t?d 
ex 7 Rıkım (4.1.14) 
oder 
f 2? 
rn x 5 Rıkim- (4.1.15) 


Falls die Ungleichung (4.1.9) erfüllt ist, so ist die zusätzlich zurückgelegte 
Strecke x stets sehr viel kleiner als der Durchmesser der betrachteten Mas- 
se, und zwar ist das Verhältnis der beiden durch ö gegeben. Im Grenzfall sehr 
kleiner rotierender Körper ist die Fallbeschleunigung folglich unabhängig von 
der inneren Struktur (bzw. Rotation) der Körper. 


4.1.3 Das Eötvös-Dicke Experiment 


Wir haben bereits angedeutet. daß in diesem grundlegenden Experiment zur 
Gravitationstheorie die Gleichheit von (passiver) schwerer und träger Masse 
gezeigt werden soll. Das Experiment wurde erstmals von Baron Eötvös im 
Jahre 1890 ausgeführt und in seiner Präzision nach und nach gesteigert. bis 


Siehe z.B. A. Papapetrou, E. Corinaldesi. Proc. Roy. Soc. A209, 259 (1951). 
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Eötvös 1922 eine Genauigkeit von 10”? erreichte. Dieses Experiment wurde 
in den Jahren 1960 bis 1963 von Dicke und seinen Mitarbeitern in Prince- 
ton wiederholt?. Es gelang ihnen dabei, die Gleichheit von träger und passiver 
schwerer Masse mit einer Genauigkeit von 10”1! zu beweisen. Das Experiment 
verläuft etwa folgendermaßen: Zwei Zylinder, die aus Gold bzw. Aluminium 
bestehen, werden an den Enden einer in Nord-Süd-Richtung orientierten Dreh- 
waage aufgehängt. Auf die Zylinder wirkt sowohl die Gravitationsanziehung 
‚der Sonne als auch die Zentrifugalkraft. die von der Bewegung der Erde um die 
Sonne herrührt. Falls sich diese beiden Kräfte nicht genau aufheben. kommt es 
zu einer Torsion der Drehwaage. die um 6 Uhr früh ihren maximalen Wert er- 
reicht. zu Mittag und um Mitternacht verschwinden muß und um 6 Uhr abends 
ein Maximum mit umgekehrtem Vorzeichen aufweist. Wenn träge und schwere 
Masse nicht genau gleich sind, tritt eine Torsion der Drehwaage mit einer Peri- 
ode von 24 Stunden auf. deren Ausbleiben zu den oben angegebenen Grenzen 
für die Gleichheit von m, und m, führt. Da man nach einem zeitabhängigen 
Effekt sucht und die Lage der beiden Zylinder in bezug auf das Erdschwere- 
feld immer die gleiche bleibt, braucht in der obigen Diskussion dieses Feld nicht 
berücksichtigt werden. was die Auswertung des Experiments wesentlich erleich- 
tert. 

Für weitere Verbesserungen und Details sei der Leser auf die zitierten Über- 
blicksartikel verwiesen. Wir wollen hier aber einige der Folgerungen diskutieren, 
die man aus dem Eötvös-Dicke-Experiment ziehen kann. Wir betonen aber. daß 
das Aquivalenzprinzip mehr enthält als die Aussage mı = m,. 


4.1.4 Die Gravitationsbeschleunigung von Positronen 


Es wird vielfach die Frage gestellt, ob Antimaterie im Gravitationsfeld nach 
oben fällt. Offenbar kann man diese Frage nicht direkt auf experimentellem Weg 
beantworten. da größere Mengen von Antimaterie auf der Erde nicht herzustel- 
len und Gravitationsexperimente mit einzelnen Elementarteilchen sehr schwie- 
fig durchzuführen sind. Die Frage kann aber indirekt mittels quantenfeldtheo- 
retischer Argumente® eindeutig entschieden werden. Zunächst sind Photonen 
ihre eigenen Antiteilchen und sollten nach der genannten Hypothese überhaupt 
nicht fallen. was aber durch die bloße Existenz der Lichtablenkung bereits wi- 


derlegt ist. Nehmen wir weiter einmal an, das Positron hätte negative schwere 


Masse und fiele im Erdschwerefeld nach oben. Nun sind Positronen in normaler 
Materie zwar nicht 


in reeller, aber doch in virtueller Form enthalten und ma- 
chen sich durch Beiträge virtueller Elektron-Positron- 
tromagnetischen Selbstenergie bemerkbar, die ihrersei 


Be an En 
SR.V. Eötvös, D. Pekar, und E. Pete 
Dewitt und B. DeWitt { 1964), p. 163 
19-12, sehe JETP 34, 463. 
“Leser, denen die im folgenden verwendeten Begriffe nicht 
Punkt überspringen bzw. etwa Bjorken-Dreil (1966) zurate zie 


Paarerzeugung zur elek- 
ts zu beobachtbaren Ef- 


k, Ann. Phys. 68, 11, (1922); R.H. Dicke, in C. 
Braginsky & Panov erreichten 1972 die Genauigkeit 


geläufig sind, können diesen 
hen. 
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fekten wie etwa dem Lambshift führt. Ein Atomkern (Z-fach geladen) emit- 
tiert ständig virtuelle Photonen, die dann reabsorbiert werden: diese Photonen 
wiederum zerfallen für einen gewissen Bruchteil der Zeit in Elektron-Positron- 
Paare. Die für uns interessanten Beiträge dieser Prozesse zur Selbstenergie des 
Atomkerns sind durch den Graphen in Abbildung 4.1 gegeben. 


Abbildung 4.1: Beitrag zur elektromagnetischen Selbstenergie. 


Falls dieser Graph auf normale Art zur trägen Masse des betrachteten Atom- 
kerns beiträgt, aber wegen der als negativ angenommenen schweren Masse des 
Positrons einen anomalen Beitrag zur schweren Masse des Kerns liefert. so er- 
gibt sich daraus eine Differenz von träger und schwerer Masse. die von der 
Struktur des Atomkerns abhängt. Diese Differenz wurde von Schiff” berechnet 


und ergibt sich zu 


8x 


Dabei ist ın die Elektronenmasse und a = 1/137 die Feinstrukturkonstante. 
F(g) ist der Formfaktor der nuklearen Ladungsverteilung. der auf Eins nor- 
iniert sein soll. Der obige Ausdruck verhält sich zur atomaren Masse wie 10", 
2.107 und 4,3 - 107 für Aluminium. Kupfer und Platin. Da diese Zahlen 
um vier Größenordnungen über der Genauigkeit des Eötvös-Dicke Experiments 
liegen und keine derartigen Effekte gefunden werden konnten. können wir die 
Möglichkeit einer negativen Gravitationsmasse des Positrons auch ohne Fall- 
experimente sofort ausschließen. 

Eine noch genauere Schranke für die Differenz der Massen von Teilchen 
und zugehörigem Antiteilchen erhält man nach M.L. Good? für neutrale ÄA- 
Mesonen aufgrund der empfindlichen Phasenrelationen im A’ A-Systenı. das bei 
ungleichen Schwerebeschleunigungen von A und X völlig durcheinanderkäme: 
die relative Massendifferenz muß kleiner als 10°!? sein. Fallexperimente mit 
einzelnen Elektronen? haben gezeigt. daß diese weniger als 9% der normalen 
Schwerebeschleunigung erfahren. Dies ist nicht im Widerspruch zum Äquiva- 
lenzprinzip, sondern auf ein elektrisches Feld zurückzuführen, das im Innern 


x 
0 


=) (Za} | Ftol2la? +4m?)"?dg, (1.1.16) 


hat m N inet rn mut Ber 
7L.I. Schiff, Phys. Rev. Lett. 1. 254. (1958). 
8Phys. Rev. 119, 1743 (1961): s. auch W. Thirring in Conn u. Fowler (1972). 
9F.C. Witteborn, W.M. Fairbanks, Phys. Rev. Lett. 19. 1049 (1967). 


84 Kapitel 4. Experimentelle Tests 


eines im Schwerefeld aufgestellten, die elektrischen Felder der Umgebung ab- 
schirmenden Faradaykäfigs auftritt und theoretisch!® sogar zum Schwebenblei- 
ben führen sollte. Die Fallbeschleunigung von Neutronen wurde von Dabbs et. 
al! zug = (974 45) cm/sec? bestimmt (lokaler g-Wert 979.24). Innerhalb 
der Fehlergrenzen wurde keine Spinabhängigkeit festgestellt. Weitere Experi- 
mente dazu sind seit der Entwicklung der Neutroneninterferometrie möglich 
geworden.!? 


4.1.5 Konstanz der Feinstrukturkonstante 


Noch eine wesentliche Folgerung kann man aus dem Fötvös-Dicke Experi- 
inent ziehen: Die Feinstrukturkonstante a. die die Stärke der elektromagneti- 
schen Wechselwirkung angibt. muß vom Gravitationspotential weitgehend un- 
abhängig sein. Um dies einzuschen, nehmen wir an, daß a eine Funktion des 
(Newtonschen) Gravitationspotentials U ist: 


a=alU/e) (4.1.17) 


(1/e? dient dazu, das Argument U/c? dimensionslos zu machen). Setzen wir 
weiter an. daß ein Bruchteil M, = « JM der Masse M eines Atomes elektro- 
magnetischen Ursprungs ist (f ist ein noch zu erörternder dimensionsloser 
Faktor) und daher wie angedeutet mit a variiert. Wenn man das Atom 
im Schwerefeld der Erde hebt. so verändert sich U um öU, M. daher um 
IM, = [MIU/E (d = Ableitung von « nach seinem Argument). Dieser 
Massenveränderung des Atomes entspricht eine Energieänderung dE — c? öMe. 
die zur potentiellen Energie MöU im Gravitationsfeld hinzukommt. Insgesamt 


verändert sich daher die potentielle Energie der Masse bei der Hebung der 
Masse im Gravitationsfeld um 


MSU(L+ af). (4.1.18) 


Der anomale Term a / unterscheidet sich nun für verschiedene Atome. 
Den größten Beitrag erhalten wir dabei. wenn wir die Proton-Neutron- 
Massendifferenz (1.3 MeV} auf elektromagnetische Selbstmassen zurückführen, 
was zumindest der Größenordnung nach richtig sein sollte, wenn auch eine kon- 
sistente Rechnung noch nicht möglich ist. Für f ergibt sich daraus f=02. 
Da der Anteil der Neutronen im Kern zwischen 0 (Wasserstoff) und = 60% 
(schwere Kerne) schwankt, wäre deranach der anomale Anteil für schwere Kerne 
= 0.10’, während er für Wasserstoff nicht auftritt. Diese Anomalie im Gravita- 


tionspotential führt zu einem Unterschied in der Gravitationsbeschleunigung 


der gleichen Größe, der experimentell unter 10-1! }i 8 
0.1’ < 19-1 oder egen muß. Daher folgt 


a T—— 
YOL.]. Schiff, MV. Barohill Phys. Rev. 151. 1067 (1966). 


. Dab! . } Koester, Phys. Rev. 214, 907 1976). 
ı J bs et al., Phys Rev. 139B, 756 (1965 B EL. 
. . { 
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ea <ı0"". (4.1.19) 


Falls also die Feinstrukturkonstante tatsächlich vom Gravitationspotential 
abhängt, so kann ihre Veränderlichkeit nur eine äußerst schwache sein. Für 
unsere Galaxis ist z.B. U/e? < 10”, daher müssen die Unterschiede in a in- 
nerhalb der Galaxis kleiner als Aa < 10°!6 sein. Ähnlich kann man zeigen, daß 
a auch über kosmologische Zeiträume konstant geblieben sein muß. so daß eine 
Erklärung der Rotverschiebung der Spektrallinien entfernter Galaxien durch 
Veränderung von «a auszuschließen ist!?. 

Die besten Schranken für kosmische Variationen der elektromagnetischen, 
schwachen und starken Kopplungskonstanten wurden von Shlyakhter!? aus den 
Spaltprodukten des Naturreaktors von Oklo gewonnen. Aus der Isotopenver- 
teilung dieses zwei Milliarden Jahre alten Reaktors ergeben sich als Grenze für 
die Variation der Feinstrukturkonstante 5 - 10°®. für die schwache Kopplungs- 
konstante 103 und für die starke Kopplungskonstante 4-10!9 als Obergrenze 
der möglichen relativen Veränderung pro Milliarde Jahre. 


4.2 Die Rotverschiebung von Spektrallinien 


Wir kommen nun zum ersten der drei klassischen Tests der allgemeinen Relati- 
vitätstheorie. der Rotverschiebung von Spektrallinien im Gravitationsfeld eines 
Sternes bzw. der Erde. 

Betrachten wir zunächst ganz allgemein eine Lichtquelle, die sich in einem 
Gravitationsfeld bewegt und mit einer Frequenz vg; (gemessen im eigenen Ruh- 
system) strahlt. Ein Beobachter wird eine im allgemeinen veränderte Frequenz 
vı empfangen (gemessen im Ruhsystem des Beobachters). Sind Aso. Ası die 
jeweils einer Periode entsprechenden Eigenzeitintervalle. so gilt 


vr [vg = Aso/Ası. (+20 


Dabei ist Ası durch Aso eindeutig bestimmt als das Intervall auf der Weit- 
linie des Beobachters, das von jenen Nullgeodätischen!* auf ihr ausgeschnitten 
wird, die von den Endpunkten von dso ausgehen und diese Weltlinie treffen 
(Abbildung 4.2). 

Im allgemeinen wird die Frequenzänderung (4.2.1) sowohl den Einfuß des 
Gravitationsfeldes als auch den des Bewegungszustandes (Dopplereffekt) von 
Quelle und Beobachter enthalten. Im Falle eines stationären Gravitationsfeldes 
lassen sich die beiden Effekte aber trennen. Wir betrachten dazu eine Quelle 
und einen Beobachter, die in einem stationären Feld 


13 A|. Shlyakhter. Nature 264. 310 (1976). 
14Dje Annahme. daß sich Lichtstrahlen entlang von Nullgeodätischen ausbreiten. wird im 
Kapitel 9 aus den Maxwellschen Gleichungen bewiesen werden. 
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Abbildung 4.2: Zur Rotverschiebung. 
ve * 

ds? = goo(z?) dt? + 2go„ (2?) dtdr* + Guv(z*) dr de” (1.2.2) 
bei r#(0) bzw. r*(1) ruhen. Dann ist 


Aso = Ygoo(Ao) At, Ası = YgoolAı)Atı. (4.2.3) 
Sei ct{A) = (HA). z#(A)) die Nullgeodätische, die für die Werte A = 0 bzw. 
A= 1 des affinen Parameters X (s. Abschnitt 1.3) durch Ay (t(0)..2*(0)) bzw. Aı 
(HD). 2#{1)) geht. Da die Koeffizienten in der Geodätengleichung (1.3.10) nun 
nicht von t abhängen, ist auch (EA) + Ato.2*(A)) wieder eine Nullgeodätische: 
sie führt von A4, (t{0) + Ato.2*(0)) zur Beobachterweltlinie 2 = z#(1) und 
trifft sie in A) (t(1) + Ato.r*(1)). Für den hier betrachteten Spezialfall ist 


also einfach At; = Afy. und (4.2.3) ergibt daher für das Verhältnis der beiden 
Frequenzen 


i U, 1 12 fo -U; 
vl = (Go(Ao)/go(Ar))V/? = (+ eu (1+ =) An - 

(4.2.4) 
für die 9,. benutzt haben (U ist 


- Für die relative Frequenzänderung er- 


wobei wir die Newtonsche Näherung (1.4.6) 
das Newtonsche Gravitationspotential) 
halten wir demnach 


a m a nn, 


vo v 2 = go (4.2.5) 


Diese Frequenzänderung wurde am genauesten von Pound und Snider’? 
1965 mit Hilfe des Mößbauer-Effektes gemessen. Bei einem Höhenunterschied 
— 

IRV. Pound, ILL. Snider, Phys. Rev. 140B. 788, (1965). 
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von 20 Metern ergibt (4.2.5) im Erdschwerefeld eine Rotverschiebung Av/v = 
2.5-101°, die auf 1% genau gemessen werden konnte. Frühere Bestimmungen 
der Rotverschiebung im Gravitationsfeld der Sonne und von weißen Zwergen 
hatten wegen der dabei auftretenden Beobachtungsschwierigkeiten (wie 2.B. 
Konvektionsströme in der Sternatmosphäre) nie eine vergleichbare Genauigkeit 
erreicht. 
Allerdings sagen diese Experimente leider nichts über die Struktur der Feld- 
gleichungen der Gravitation aus. In (4.2.4) ist nur die Newtonsche Näherung 
(1.4.6) eingegangen, die wir auch ohne Kenntnis der Einsteinschen Feldgleichun- 
gen aus dem Äuquivalenzprinzip herleiten konnten. so daß die Rotverschiebung 
ein Test des Äquivalenzprinzips ist. Tatsächlich kann man (4.2.5) auch einfach 
aus dem Energiesatz herleiten. indem man die Relation £ = hv für Photonen 
benutzt und ihnen die Masse m = E/e? = hv/c? zuschreibt: 


Aw _AE _ mAU AU 


4.2. 
vo E E c tl 


4.3 Lichtablenkung und Perihelverschiebung 


Wir kommen nun zu zwei der echten Tests der allgemeinen Relativitätstheorie. 
zur Lichtablenkung und Perihelverschiebung. Zur Berechnung dieser Effekte 
müssen wir zunächst die Geodätischen in der Schwarzschild-Metrik finden. Der 
größeren Allgemeinheit halber gehen wir dabei von einer radialsymmetrischen 
Metrik der Form 


ds? = e”dt? - eXdr? - e"r?d6? — er? sin#do? (4.3.10 


aus, wobei v. A. u Funktionen von r sind. Da wir auch Nullgeodätische mit- 
berücksichtigen müssen, verwenden wir das Variationsprinzip (1.3.12): 
ö [# A=0 K=el - er? efr?ö? - e#r? sin?0 6°. (4.3.2) 


In (4.3.2) sind t, 6 zyklische Variable (sie kommen in K’ nicht explizit vor). und 
wir erhalten daher 


- — = 2e#r? sin?96 = const. =: 2. (4.3.3) 

öE 

öi 

Als Bewegungsgleichung für # ergibt sich dagegen 


= 2e’t = const. = ?F (4.3.4) 


2e#r? sind cos 00° = 2. err20). (4.3.5) 


BD Kapitel 4. Experimentelle Tests 


Wenn das Koordinatensystem so gelegt wird. daß die betrachtete Geodätische 
die Anfangsbedingungen 0 = 7/2. 6 = 0 erfüllt. so folgt aus (1.3.5). daß die 
gesamte Bahn in der Ebene 9 = r/2 liegt. In diesem Fall vereinfacht sich 
(4.3.3) zu 


err?ö=1. (4.3.6) 


Nun hätten wir noch die Bewegungsgleichung für die Radialkoordinate aufzu- 
stellen. Das ist jedoch nicht notwendig. da wir bereits wissen. daß K = const 
ein weiteres Integral der Bewegungsgleichungen ist. wobei K = 0 für Null 
geodätische und K = 1 für die auf ihre Eigenzeit X = s bezogenen zeitartigen 
Geodätischen ist. 

Wir haben daher insgesamt drei Differentialgleichungen erster Ordnung zu 
lösen, um alle Geodätischen zu ermitteln: 


err?o=l. ei=F er eA2_ en2iR K (K=0.). (43.Ta,b.c) 


Diese Gleichungen können im Fall der Schwarzschild-Metrik zwar nicht durch 
elementare Funktionen gelöst. aber in ihrer exakten Form graphisch diskutiert 
werden. Aus (3.3.32) lesen wir exp(v) = exp[-A) = 1 - 2M/r, u = 0 ab. 


Setzen wir das in (4.3.7c) ein und eliminieren f und ® daraus mittels (4.3.7a.b). 
so ergibt sich 


i1-2M/)=F. ro=1 (4.3.8a, b) 
” MK BB ME FR_K 
Fa ee 


FürK =1hat (4.3.9) genau die Form des Energiesatzes für ein im Potential 


-___M 2 M2 
eff = De Sa (4.3.10) 


bewegtes Teilchen mit Masse 1. wobei 1 


Zusammenhang zwischen t und 3. 
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Für Photonen (K = 0) ist das effektive Potential durch 


An? 
Va = 55-7 


Er (4.3.11) 


gegeben. Bemerkenswert ist, daß dabei das klassische Newtonsche Potential 
—M/r nicht auftritt und Photonen mit ! = 0 (radiale Bewegung) sogar über- 
haupt kein Potential verspüren!®. 

Zunächst wollen wir (4.3.10) für verschiedene Werte von !/AM graphisch 
diskutieren, wobei es zweckmäßig ist, alle Radien in Einheiten von 24M 
(Schwarzschild-Radius) zu messen (siehe Abbildung 4.3). 

Ver Ver 


Ham "IM 


Yau<y3 Ym?v3 


Abbildung 4.3: Effektives Potential für A =1. 


Der wesentlichste Unterschied zur Newtonschen Theorie besteht darin. daß 
das Potential für kleine Werte von r sehr stark anziehend ist. so daß Teilchen. 
die mit einem Drehimpuls I < 4A/ im Unendlichen frei fallen gelassen wer- 
den (Gesamtenergie 0), ungehindert bis r = 0 fallen. Auch für größere Werte 
von I kann die Drehimpulsbarriere. die dann erst allmählich aufzutreten be- 
ginnt, durch Wahl einer genügend hohen (positiven) Energie stets überwunden 
werden. Für | > 2Y3M weist V;a ein Maximum und ein Minimum auf. die bei 


2 . 32M8 
Pehsar { Fy 1- —— (4.3.12) 


liegen. Bemerkenswert ist ferner. daß dem Schwarzschild-Radius r = 2M in 
Abbildung 4.3 keine besondere Bedeutung zukommt. das Potential ist dort 
nicht etwa singulär. und die Teilchen können ungehindert r = 2 durchqueren. 
Lediglich der Zusammenhang (8.3.18) zwischen ? und s wird dabei singulär. 


16YJiese Feststellung ist: koordinatenabhängig und gilt nur. wenn die Form 13.3.32} der 
Schwarzschild-Metrik benutzt wird. 
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Das effektive Potential (4.3.11) für Photonen ist in Abbildung 4.1 gezeigt. 
wobei fir r = 3M eine instabile Kreisbahn möglich ist. (Man beachte. daß / Z— 
hier nur ein Skalenparameter ist. entsprechend der Uneindeutigkeit des affınen 
Parameters.) 


hen 
! 
] 
—— 4 
E77} 


Abbildung 4.4: Effektives Potential für K =0. 


Nach dieser graphischen Diskussion der Geodätischen in der Schwarzschild- 
Metrik wollen wir für ! # 0 nun auch die Form der Bahnkurve berechnen. die 
für Perihelverschiebung und Lichtablenkung benötigt wird. 

Dabei gehen wir zunächst wieder von der allgemeinen Form (4.3.7) der 
Gevdätengleichungen aus. Wenn wir { aus (4.3.7c) mittels (4.3.7b) eliminie- 


ren. r = dr/d\ = (dr/do)o schreiben und schließlich auch & mittels (4.3.72) 
eliminieren. so erhalten wir 


2 
I 2.4 4 
dr = ein, F DEE Keim _ n-r,2 
do [Z BET 


Führen wir die neue Variable u=r-! 


(4.3.13) 


ein, so vereinfacht sich (4.3.13) zu 


(du/do)? = edtn-Amu F2J=2 _ Kelu-a-2 _ an-r,2 =:W*u). (43.14) 
Die Gleichung der Bahnkurve in Polarkoordinaten ist daher 
du 
= | ——_ 2.15) 
wir (4.2.15) 


Setzt man p. A. v für die Stand. 
führt (4.3.15) auf ein elliptisch 
lung die Perihelverschiebung bzw. Lichtable 
aber, daß sich die Bahnform einfacher ergibt. wı 
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Wauy=&leFrelltt a) 


wird. und ferner eine Reihenentwicklung 


ie 1+a1ı Mu + aa M?u? +... (4.3.17a) 
e=1+4Mu+ HMPur+... (4.3.17b) 


vornimmt. Für die isotrope Form der Schwarzschildmetrik erhält man durch 
Vergleich mit(3.3.35): a = 2. a2 = 2.ı4=-2: a = 3. Beim Einsetzen von 
(4.3.17) in (4.3.16) ist zu beachten. daß für die Ellipsenbahnen der Newtonschen 
Näherung E = -M/2A « 1 ist, wobei A die große Halbachse der Bahn angibt. 
Daher ist F? = 1+2E = 1- M/A. Entwickelt man (4.3.16) in erster Ordnung 
in M, so ergibt sich die Newtonsche Näherung, 


M M 2 An 
AR +4 [E u-u“. (4.3.18) 


Geht man noch eine Ordnung weiter. so ist 


W?(u) = 


W?(u) = A+Bu-Cu®. (4.3.19) 
wobei 
A=-M/AL. 
B= Mlaı - (aı + A)M/A]TT?. (4.3.20) 


C=L- M? (aa + Aaı)l. 
Die Bahngleichung (4.3.15) 


ä / du 1 nm Boca Be 
= — alcsin mm (4.9.2 
rdır - Jar Ba CE YO VBr+dac 


beschreibt nur für C = l einen Kegelschnitt. Wegen des Faktors 1; VE ergibt 
sich für C # 1 dagegen statt einer Ellipse eine Rosettenbahn. da zwischen zwei 
aufeinanderfolgenden Periheldurchgängen. bei denen u = 1/r jeweils den glei- 
chen maximalen Wert annimmt, 0 um 2r/ VC = ?x + Ao zunimmt (Abbildung 
4.5). (4.3.20) ergibt als Perihelverschiebung pro Umlauf 


aa? 
Mittels ?/M = All - €?) (e ist die numerische Exzentrizität der Kepler-Bahn) 
kann ! aus (4.3.22) eliminiert werden. Wir erhalten 


Ao (isdn). (4.3.22) 


rM{aa + har) 


er (4.3.23) 


Ao 


YZ Kapitel 4. Experimentelle Test: 


oder. im Fall der Schwarzschild-\Metrik, 


(4.3.24) 


Ao ist daher von der Größenordnung des Verhältnisses von Schwarzschild- 
Radius zu Bahnradius. 


Abbildung 4.5: Zur Perihelverschiebung. 


Bemerkenswert an (4.3.23) ist, daß a2 in Aö eingeht und die Perihelver- 
schiebung daher einen Test der nichtlinearen Terme der Einsteinschen Feld- 
gleichungen liefert. Die lineare Näherung (3.2.12) ist zur Berechnung dieses 
Effekts nicht ausreichend. (Streubahnen hoher Energie spüren auch ‚3. es tritt 
hier aber kein kumulativer Effekt auf.) 

Üblicherweise wird die Perihelverschiebung nicht pro Umlauf. sondern 
pro Erdjahrhundert angegeben. Entsprechende experimentelle Daten sind in 
der untenstehenden Tabelle mit den theoretischen Vorhersagen verglichen. 
(Adg = Perihelverschiebung pro Umlauf: N = Zahl der Umläufe pro Erd- 
Jahrhundert: Adyy = theoretische. ÄdexP = gemessene Perihelverschiebung 
pro Erdjahrhundert: Ad ist in Bogensekunden angegeben; Icarus ist ein 1949 
entdeckter Kleinplanet mit bemerkenswert großer Bahnexzentrizität.) Die 
Übereinstimmung zwischen Theorie und Experiment ist daher bei diesen 
„Klassischen* optischen Beobachtungen ausgezeichnet und für Merkur besser 


als 1%. Noch genauere Messungen wurden durch Radarvermessungen des 
Planetensystems in den letzten Jahren möglich!7. Allerdings hat vor allem R. 
Dicke darauf hingewiesen. daß eine geringe Abplattung der Sonne (Quadru- 
polmoment) ebenfalls zu einer Perihelverschiebung führen könnte, Messungen. 
die im Jahre 1974 einerseits von Dicke und Goldenberg und andererseits 

"Die klassischen Daten fassen L.V. Morrison und C. G. Ward. Mon. Not. Roy. Astr. Soc. 
173. 183 (1975) und LL Shapiro et al., 


Astron. J. 76, 588 (1971) zusammen. Bezüglich der 
Radarmessungen siehe LI. Shapiro et al, Phys. Rev. Lett. 36, 555 (1976). 


r24 
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von Hill angestellt wurden. haben zu unterschiedlichen Ergebnissen geführt'*. 
Die Ursache dieser Diskrepanzen ist noch ungeklärt. Die Ausmessungen 
von Satellitenbahnen im Sonnensystem mit Hilfe von Radarbeobachtungen 
könnten zu einer Entscheidung in dieser Kontroverse führen. 


Planet A(10° km) € Aödg N Aoru  Aödexp 


Merkur 57.91 0.2056 0.1038 415 43.03 43.11 +0.45 
Venus 108. 21 0.0068 0.058 149 3.6 8.4 +48 
Erde 149. 60 0.0167 0.038 100 3.8 5.0 +12 
Icarus 161.0 0.827 0.115 89 10.3 9.8 +0.8 


Es wäre allerdings besonders bemerkenswert. wenn die auf 5 Promille ge- 
naue Übereinstimmung zwischen Theorie und Experiment im Falle des Merkur- 
perihels durch eine zufällige Kompensierung eines Fehlers in der allgemeinen 
Relativitätstheorie durch das Quadrupolmoment der Sonne zu erklären wäre. 

Wir kommen nun zur Lichtablenkung, die einfacher zu berechnen ist, da 
dazu die lineare Näherung ausreicht. Setzen wir in (4.3.14) K = 0 und ver- 
nachlässigen quadratische Terme (proportional zu M 2) in (4.3.16), so ergeben 


sich die Koeffizienten A, B, C in (4.3.19) zu >: —n 
A=FT2, B=z(u+A)MPIR, Cal. = (4.3.35) 


Mit diesen Werten erhalten wir als Bahnkurve für den Lichtstrahl 
2 EN. 
u= ı —_ „ai + A)MF?T? —_ (z) sino. (4.3.26) 
r 


Daraus liest man unmittelbar ab. daß die Lichtablenkung ö (Abbildung 4.6) 
„durch 
(a +3) M 
ee se 
R (4.3.27) 
gegeben ist, wobei R=1 /F die in Abbildung 4.6 gezeigte Bedeutung hat. 
(4.3.27) zeigt. daß die Newtonsche Näherung zur Berechnung der Licht- 
ablenkung nicht ausreicht, da auch eine Kenntnis von Jı notwendig ist. Für 
die Schwarzschild-Metrik ist a, = 3ı = 2. man erhält also als Vorhersage der 
allgemeinen Relativitätstheorie 


ERNEST DEREN ee 
i8giehe R.H. Dicke und H.M. Goldenberg. Astrophys. J. Suppl. 27, 131 (1974} und H. A. 
Hill et al., Phys. Rev. Lett. 33, 1997 (1964). 
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Abbildung 4.6: Zur Lichtablenkung. 


6=4N/R. (4.3.28) 


also ö = 1.75” für Licht. das am Sonnenrand vorbeiläuft. während die New- 
tonsche Näherung nur die Hälfte dieses Wertes liefern würde!?, 

Die Lichtablenkung war früher experimentell nur schwer zu messen. da 
zur Beobachtung von Sternlicht, das knapp an der Sonne vorbeiläuft, eine 
wetterbegünstigte Sonnenfinsternis abgewartet werden mußte. Die Resultate 
der klassischen Beobachtungen ergaben daher nur den sehr ungenauen Wert 
1.57 < 6 < 2.2”. Seit den 70er Jahren konnte auch die Ablenkung von Ra- 
diowellen im Sonnenfeld gemessen werden. basierend darauf, daß der Quasar 
3C275 alljährlich am 8. Oktober von der Sonne verdeckt wird, während 3C273 
als Bezugsobjekt für radiointerferometrische Messungen dienen kann?0. Das 
Resultat ist ö$ = 1,76” + 0,02”. Bei Radiowellen besteht die Hauptschwie- 
rigkeit darin. die Beugung durch die Sonnenkorona vom relativistischen Ef- 
fekt zu separieren. Frei von beiden Problemen ist die 1997 möglich gewordene 
promille-genaue (und den Einsteinschen Wert bestätigende) Bestimmung der 
Ablenkung des Lichts von Sternen mit Winkelabständen bis über 90° von der 
Sonne aufgrund der Positionsdaten des ESA-Astrometrie-Satelliten HIPPAR- 
COS (http:/ /astro.estec.esa.nl /Hipparcos/). 


Die Auswirkung der Ablenkung von Licht auf Lichtstrahlenbündel kann 
grob mit der Wirkung von Linsen verglichen werden, man spricht von Gravita- . 
Vionslinsen. Im allgemeinen kommt es dabei zu Mehrfachbildern von Objekten: 
sind sie als solche erkann 


\ hung zu werden; vgl. dazu etwa Schneider. Ehlers & 
Falco (1992). 


Fine derartige Rechnung wurde erstmals von Soldner 
Ann. Phys. 65.593 (1921)}. Auch 


1801 durchgeführt (abgedruckt in 
2p.B. Fomalont, R.A 


Einstein hatte 1908 diesen unkorrekten Wert vorhergesagt. 
. Sramek, Astrophys. J. 189, 749 (1975). 
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Aufgaben 


1. Zeige. daß € = mF die Gesamtenergie eines Teilchens der Masse m ist. 

das sich auf der durch (4.3.8) beschriebenen Geodätischen bewegt, wobei F 
durch (4.3.8) definiert ist. Dabei ist E als diejenige Energie definiert, wel- 
che die aus einer vollständigen Zerstrahlung von m stammenden Photonen 
im Unendlichen haben. Wie hängt € mit der früher eingeführten Energie E 
zusammen? 
Anleitung: Die Rechnung kann in einer beliebigen statischen Metrik ds? = 
e”dt? — aa dr“dıx? durchgeführt werden. wobei a3 und v nur Funktio- 
nen der Raumkoordinaten r* sind. In einem momentan ruhenden lokalen 
Inertialsystem I, das sich an einer beliebigen Stelle x der Teilchenbahn 
befindet, hat die Teilchenenergie den Wert &, = m. wobei 7 die Zeit 
dr = e”/2dt in I angibt. Wenn die Masse m in I zerstrahlt. erleiden die 
Photonen auf dem Weg ins Unendliche eine Rotverschiebung. so daß als 
Energie € = e”/?E, = e” m im Unendlichen verbleibt. 


3. Ein Satellit kreist aufeiner Bahn mit Radius r in der Schwarzschild-Metrik. 
Berechne die Zeitdilatation, die eine Uhr im Satelliten gegenüber einer im 
Unendlichen angebrachten Uhr zeigt. 

Resultat: 


At (1) aM ns 


Dieses Resultat werden wir auf im nächsten Abschnitt bei der Diskussion 
des Hafele-Keating-Experimentes verwenden. FI 


4.4 Entfernungs- und Zeitmessungen 
im Sonnensystem 


Bereits die Diskussion der drei „klassischen Tests der Relativitätstheorie”. 
nämlich der Rotverschiebung, Lichtablenkung und Periheldrehung. hat gezeigt. 
welche bedeutende Rolle neue Meßtechniken bei der Verbesserung der experi- 
mentellen Überprüfung der Relativitätstheorie gespielt haben. Die Verbesse- 
rungen der Zeitmessung und der Radartechnik haben es auch erlaubt. die klas- 
sischen Tests durch eine Reihe von neuen Messungen zu ergänzen. die hier 


erörtert werden sollen. 


4.4.1 Radarreflexion an der Venus 


Dieses Experiment wurde im Jahre 1964 von I. Shapiro vorgeschlagen und 
in den folgenden Jahren unter seiner Leitung ausgeführt. Das „Shapiro- 
Experiment“ ist im Prinzip sehr einfach: ein Radarsignal geht von der Erde 


% Kapitel 4. Experimentelle Tests 


aus, wird an der Venus oder an einem anderen Planeten reflektiert und kehrt 
wieder zur Erde zurück, wobei die Laufzeit Erde - Venus - Erde gemessen 
wird. Die allgemeine Relativitätstheorie sagt dabei voraus. daß diese Laufzeit 
um rund 10* Sekunden größer sein wird als die von der Newtonschen Theorie 
vorhergesagte. Diesen Effekt werden wir in Kapitel 10 berechnen. Wir wol- 
len hier nur feststellen. daß das Shapiro-Experiment die beiden Konstanten aı 
und 3, des Linienelements (4.3.1), (4.3.17) testet. also in seinem Aussagewert 
äquivalent zur Lichtablenkung ist. 

Die Laufzeitverzögerung wurde von Shapiro erstmals 1968 gemessen. 
Seither wurde die Präzision des Experimentes wiederholt gesteigert und 
beträgt derzeit rund 2 Promille?!. wobei die Resultate innerhalb der Fehler- 
grenzen mit den Vorhersagen der Relativitätstheorie übereinstimmen. Etwas 
weniger genau ist ein modifiziertes Experiment. bei dem Radiosignale von den 
Raumsonden Mariner 6, 7 und 9 bezüglich ihrer Laufzeit ausgewertet wurden. 22 


4.4.2 Die Messung der Erde-Mond-Entfernung 


Bei der ersten Mondlandung am 20. Juli 1969 wurde von N. Armstrong und 
E. Aldrin ein Reflektor für Laserstrahlen auf dem Mond zurückgelassen. Da- 
mit konnte die Erde-Mond-Entfernung mit einer Genauigkeit von rund 10 cm 
bestimmt werden. Die Übereinstimmung von Theorie und Experiment ist in 
diesem Falle nicht perfekt. sondern beträgt nur rund 30 cm. Die Diskrepanz ist 
vermutlich auf das komplizierte Schwerefeld der Erde und des Mondes. eine Ver- 
zerrung des Mondes durch Gezeitenkräfte und andere Effekte zurückzuführen. 
Es ist immerhin erstaunlich. daß eine Distanz von rund 376 000 Kilometern 
mit dieser Genauigkeit vermessen werden kann! 

Vom Standpunkt der allgemeinen Relativitätstheorie ist das wichtigste Er- 
gebnis dieser Messungen die Bestimmung eines Effektes. der erstmals im Jahre 


1963 von K. Nordvedt?? betrachtet worden war. Wie wir in Kapitel 10 nämlich 


noch näher erläutern werden, kommt die Nichtlinearität der allgemeinen Rela- 
tivitätstheorie dadurch z 


ustande, daß Gravitationsfelder selbst Energie haben 
und an Massen, also Energiedichten gekoppelt sind. Auch das Gravitationsfeld 
einer schweren Masse trägt deshalb zu dieser Masse bei. Es fragt sich nun, ob 
das Gravitätionsfeld den gleichen Beitrag zur trägen und zur schweren Masse 
liefert, wie dies von der allgemeinen Relativitätstheorie gefordert wird. Labor- 
experimente können dies nicht überprüfen, da die dabei benutzten Massen viel 
zu klein sind. 


Nordvedt hat nun darauf hingewiesen, daß das Sonne-Erde- 


eine U 


5 Saba Mond-System 
berprüfung des Aquivalenzprinzips auch in dieser Hinsi j 


cht gestattet. 


Soc. 10, 396 (1978). P.D. Reasenberg. LI. Shapiro. 
easenberg. Phil. Trans. Roy. Soc. 310, 227 {19833}. 
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Weicht nämlich der Beitrag des Gravitationsfeldes zur schweren Masse von 
den Vorhersagen der Relativitätstheorie ab. so werden dadurch Erde und 
Mond ungleiche Gravitationsbeschleunigungen im Felde der Sonne erleiden. 
Dadurch ergibt sich eine Verzerrung der Mondbahn, die nach den Vorhersagen 
einiger Gravitationstheorien rund 10 Meter betragen sollte. Dieser Effekt kann 
mit Hilfe der Laserreflektoren mit einer Genauigkeit von etwa 1% gemessen 
werden. Die Auswertung der Messungen hat auch hier die Vorhersage der 
Relativitätstheorie bestätigt.?* 


4.4.3 Zeitdilatation: Das Hafele-Keating-Experiment 


Vor einigen Jahren wurden eine Reihe von Vorschlägen gemacht, Atomuhren 
(Cäsium-Uhren) in einen Erdsatelliten einzubauen und so die Zeitdilatation 
der speziellen Relativitätstheorie (Uhrenparadoxon) und auch den Einfluß des 
Gravitationspotentials auf den Gang von Uhren zu messen?”. In Aufgabe 2 
von Abschnitt 4.3 wurde berechnet. daß eine in einem Satelliten um die Er- 
de kreisende Uhr die Zeit tz. = (1 - 3M/2r)t = (1 - 10”°)t anzeigt (mit 
M = 0,45 cm, r = 6777km). verglichen mit einer im Unendlichen befindlichen 
Uhr. Die Messung des Effekts erfordert demnach eine relative Ganggenauigkeit 
der Uhren von 10”"! (damit auf 1X genau gemessen werden kann). die ziemlich 
leicht erreichbar ist. Allerdings läßt sich das Experiment nicht ganz so einfach 
durchführen, da die Vergleichsuhr auf der Erdoberfläche und nicht im Unend- 
lichen angebracht werden muß, so daß sowohl Gravitationseffekte als auch die 
durch die Erddrehung bewirkte Zeitdilatation ihren Gang beeinflussen. 
Während die Vorbereitungen für die Satellitenversuche zur Messung von 
(4.3.28) nur langsam vorangingen, stellten J. Hafele und R. Keating fest. daß 
die Ganggenauigkeit von Cäsium-Uhren inzwischen so gestiegen war. daß man 
den Einfluß von Geschwindigkeit und Schwerefeld bereits in gewöhnlichen 
Verkehrsflugzeugen messen können sollte. Im Oktober 1971 flogen sie mit 
vier Cäsium-Uhren ausgerüstet einmal in westlicher und einmal in östlicher 
Richtung um die Erde. Die Theorie sagt folgende Gangunterschiede zwischen 


den im Flugzeug befindlichen Uhren und einer in Washington aufgestellten 


f 26. 
Normaluhr (in ns) voraus?®: 


24] ]. Shapiro et al.. Phys. Rev. Lett. 36, 555 (1976). J.G. Williams et al.. Phys. Rev. Lett. 


36, 551 (1976). 
25S;jehe z.B. D. Kleppner et al., Astrophys. Space Science 6. 13 (1970). 


265 C. Hafele, R. Keating, Science 177. 166, 168 (1972). 
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Effekt Ostflug Westflug 
Gravitation 144 +14 179 +18 
Geschwindigkeit 184 +18 96 +10 
Summe Theorie 40423 275+21 
Experiment -59 +10 273+7 


Der Vergleich mit den ebenfalls oben angegebenen experimentellen Daten zeigt. 
daß Theorie und Experiment auf etwa 10% genau übereinstimmen. wobei die 
durch die Erdrotation mögliche Trennung von Gravitations- und Geschwindig- 
keitseffekten besonders eindrucksvoll ist. 

Ein noch genaueres Experiment wurde zwischen September 1975 und Ja- 
nuar 1976 von einer Forschungsgruppe unter der Leitung von C. Alley an der 
Universität von Maryland durchgeführt. Mit Flugzeugen wurden Atomuhren 
auf etwa 10 000 Meter Höhe gebracht und der Gang der Uhren mit dem Gang 
von Atomuhren am Boden verglichen. Nach mehreren Testflügen wurden fünf 
Hauptflüge von je 15 Stunden Dauer durchgeführt. 

Einbeziehung sämtlicher Fehlerquellen ergibt als Gesamtergebnis?” 


Gemessener Effekt 
Berechneter Effekt 


=0, 987 + 0.016. 


Die größte Genauigkeit (10-1) bei Experimenten dieses Typs. die nur das Äqui- 
valenzprinzip testen, erreichten Vessot, Levine und Mitarbeiter?® im Jahre 1976 
nit Wasserstoffmasern an Bord von Raketen. 

Die Genauigkeit der Atomuhren hat auch den Aufbau eines Satelli- 
tensystems zur metergenauen Ortsbestimmung (GPS = Global Positioning 
System) ermöglicht; da hierbei die allgemein-relativistischen Zeitdilatations- 
effekte berücksichtigt werden müssen, ist somit dieser Aspekt der allgemeinen 


Relativitätstheorie in den Bereich der täglichen Routineanwendung übergegan- 
gen! 


Seit etwa 1983 werden nicht mehr 


eine große Anzahl verschiedener Date 
usw. 


Einzeleffekte für sich analysiert. sondern 


bei stets in bester Übereinstimmung geblieben. Angesichts der Kosten jedes 
a Details in Sexl-Sext (1981}, Sext-Schmidt (1979); C. Alley, in Meystre & Scully 


28 7. 7 3 
R.F.C. Vessot. M.W. Levine, GRG 10, 181 (1979), Phys. Rev. Lett. 45, 2081 (1980). 


4.5. Machsches Prinzip und Thirring-Lense-Effekt 99 


Experiments zur Steigerung der Genauigkeit komınt man allmählich zur An- 
sicht, daß es beim derzeitigen Stand besser wäre, auf Ideen zu warten, die 
es erlauben, die Genauigkeit gleich so weit zu steigern, daß die nächsthöhere 
Ordnung im Verhältnis (Schwarzschildradius/charakteristische Länge) testbar 
wird. [Dieses Verhältnis liegt für die inzwischen entdeckten Binärpulsare we- 
sentlich günstiger (Neutronensterne. vgl. Abschnitt 8.1). so daß diese Objekte 
nunmehr ein wichtiger „Testplatz“ der Theorie geworden sind: jedoch ist hier 
theoretischerseits eine Analyse des echten Zweikörperproblems nötig. die über 
unseren Rahmen hinausgehen würde. Auf Binärpulsare kommen wir in Ab- 
schnitt 6.3 zurück. 

Von der bisherigen Steigerung der Genauigkeit der Experimente mag sich 
der Leser durch Betrachtung der Angaben in den nachstehend genannten Wer- 
ken bzw. experimentellen Kapiteln der angegebenen Sammelbände ein Bild 
machen: Will (1981, 1993). Meystre & Scully (1983). Bertotti et al. (1984). 
Hawking & Israel (1987). McCallum (1987). Michelson et al. (1988). Au- 
dretsch & Mainzer (1988); Ruffini (1989). Ashby (1990). Ruffini (1992). De- 
mianski & Everitt (1993), Gleiser et al. (1993). Karim & Quadir (1994). 
und (zu Binärpulsaren) R.D. Blandford et al.. Phil. Trans. Roy. Soc. Lon- 
don A341, No. 1660 (1992). Ein graduelles „updating* findet man unter 
http: //www.wustl.edu/People/CLIFF/. 


4.5 Das Machsche Prinzip und der 
Thirring-Lense-Effekt 


Eine der wichtigsten historischen Wurzeln der allgemeinen Relativitätstheorie 
ist bisher in unseren Überlegungen unberücksichtigt geblieben: Das Machsche 
Prinzip. Dieses „Prinzip“ findet sich in Ernst Machs Buch .Die Mechanik in 
ihrer Entwicklung - historisch-kritisch dargestellt” ( 1897). Es hat Einsteins 
Denken wesentlich angeregt und beeinflußt. Mach untersucht darin unter an- 
derem den Begriff des absoluten Raumes, der in Newtons „Principia” mit den 
Worten „Der absolute Raum bleibt vermöge seiner Natur und ohne Beziehung 
auf einen äußeren Gegenstand stets gleich und unbeweglich” eingeführt wird. 
Für die Existenz des absoluten Raumes führt Newton den berühmten Eimer- 
versuch an: 

„Man hänge z. B. ein Gefäß an einem sehr langen Faden auf. drehe denselben 
beständig im Kreise herum, bis der Faden durch die Drehung sehr steif wird: 
hierauf fülle man es mit Wasser und halte es zugleich mit letzterem in Ruhe. 
Wird es nun durch eine plötzlich wirkende Kraft in entgegengesetzte Kreisbe- 
wegung gesetzt und hält diese. während der Faden sich ablöst. längere Zeit an. 
so wird die Oberfläche des Wassers anfangs eben sein. wie vor der Bewegung 
des Gefäßes; hierauf. wenn die Kraft allmählich auf das Wasser einwirkt. be- 
wirkt das Gefäß, daß dieses (das Wasser) merklich sich umzudrehen anfängt. 
Es entfernt sich nach und nach von der Mitte und steigt an den Wänden des 
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Gefäßes in die Höhe. indem es eine hohle Form annimmt. (Diesen Versuch habe 
ich selbst gemacht.) ... Im Anfang. als die relative Bewegung des Wassers im 
Gefäß am größten war, verursachte dieselbe kein Bestreben. sich von der Achse 
zu entfernen. Das Wasser suchte nicht. sich dem Umfang zu nähern. indem es 
an den Wänden emporstieg. sondern blieb eben. und die wahre kreisförmige 
Bewegung hatte daher noch nicht begonnen.” Auf diese Art versucht Newton 
zu zeigen. daß nicht Relativbewegungen. sondern die Bewegung gegen den abso- 
luten Raum für die Dynamik ausschlaggebend sind. Dieses Argument kritisiert 
Mach: 

„Der Versuch Newtons mit dem rotierenden Wassergefäß lehrt nur. daß die 
Relativdrehung des Wassers gegen die Gefäßwände keine merklichen Zentrifu- 
galkräfte weckt, daß dieselben aber durch die Relativdrehung gegen die Mas- 
se der Erde und die übrigen Himmelskörper geweckt werden. Niemand kann 
sagen, wie der Versuch verlaufen würde. wenn die Gefäßwände immer dicker 
und massiger, zuletzt mehrere Meilen dick würden.“ Diese Bemerkung Machs 
haben in der Folge zu einer Fülle von Studien Anlaß gegeben. Einstein ver- 
suchte Machs Kritik an Newton durch das Prinzip der allgemeinen Kovarianz 
zu berücksichtigen. das er der allgemeinen Relativitätstheorie zugrundelegte: 
Die Naturgesetze sollen in jedem Bezugssystem (nicht nur Inertialsystem) die 
gleiche Form annehmen. Damit glaubt Einstein die bevorzugte Rolle der Iner- 
talsysteme - denen gegenüber Beschleunigung in der speziellen Relativitäts- 
theorie absoluten Sinn hat - beseitigt zu haben und alle Trägheitskräfte auf 
Relativbeschleunigungen von Massen zurückführen zu können??. 

. Quantitative Rechnungen auf Grund der allgemeinen Relativitätstheorie zur 
Überprüfung dieser Ideen Einsteins wurden erstmals 1918 von H. Thirring an- 
gestellt und dann von ihm und J. Lense weitergeführt°®. In der ersten dieser 
Arbeiten versucht Thirring zu zeigen, daß die Rotation einer großen schweren 
Massenschale zu einer Mitrotation der lokalen Inertialsysteme in ihrem Inneren 


führt. Im Weiteren untersuchen Thirring und Lense die Auswirkung der Rota- 


tion auf die Bahnen von Probekörpern im Außenraum einer rotierenden Masse. 


Beide Effekte erschienen zunächst als hoffnungslos klein: L. Schiff konnte aber 


1960 darauf hinweisen, daß die durch die Rotation der Erde in ihrem Außen- 


raum hervorgerufene Mitdrehung der Inertialsysteme ausreicht, um durch ein 


von ihm vorgeschlagenes Kreiselexperiment nachweisbar zu sein3!. 
Die zu diesen Effekten führenden kleinen Korrekturen zur Metrik, die 


durch die Rotation der Erde oder eines anderen Körpers bewirkt werden. 


können wir in der linearen Näherung berechnen und dann zum Schwarzschild- 
Linienelement hinzufügen. Die 


Feldgleichungen lauten mit Gk = Mk + Wk: 


gm =oK (Tim = 3 Nkm TE) ‚ {4.5.1) 


E UNESSEREES EN 
°° A. Einstein. Phys. Z. 14, 1249 (1913). 


203. Thirring. Phys. Z. 19.39 1918); ; irti 
Be (1918); 22. 29 (1921); H. Thirting, J. Lense, Phys. Z. 19. 


a ; x R 
L.1. Schiff, Proc. Natl. Acad. Sci. US 48, 871 (1960); Phys. Rev. Lett. 4, 215 (1960). 
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wobei die Nebenbedingung (3.2.11) automatisch erfüllt ist. wenn wir für T;x 
einen erhaltenen Energie-Impuls-Tensor einsetzen. Dabei reicht die Näherung 
(3.2.16) für 7), nicht aus. da wir auch die Drehung der Massenverteilung, also 
den Massenstromvektor mitberücksichtigen müssen. Wenn wir uns auf langsam 
rotierende Massen beschränken, für die überall jo] < c gilt. ist 


1v 
Tk=p | ) (4.5.2) 
v— 


eine geeignete Näherung für den Energie-Impuls-Tensor. Dieser Ausdruck für 
T;, kann allerdings nur näherungsweise richtig sein, da aus der Erhaltung von 
T,x eine geradlinig gleichförmige Bewegung der Materie folgen würde und nicht 
die gewünschte Rotation. Diese erhalten wir nur. wenn wir auch Gravitations- 
effekte bzw. Druckterme in (4.5.2) mitberücksichtigen. die jedoch verglichen 
mit dem Hauptterm von der Ordnung 1/c? sind. so daß wir ihren Einfluß auf 


die Metrik vernachlässigen können. 
Wenn die Rotation der Massenverteilung stationär ist (Öv/öt = 0). können 
wir in (4.5.1) D— -A ersetzen, und es folgt für die hier neu hinzukommenden 


Komponenten 39. (x) der Metrik 
Ayo = K Toa (4.5.3) 
oder (r = |z]). im Sinn einer Multipolentwicklung. 


u K d’r’ 
Üva(E) = vu I= = PT Toa 


cn Toatx') - = fer zT) +... 


Dabei ist P, = [ d’r’ Ton(z’) der Gesamtimpuls der Massenverteilung. deren 
Schwerpunkt wir als im Ursprung des Koordinatensystems ruhend ansetzen. 
Dann ist P, = 0 und daher 


(x) = 


(1.5.4) 


2G R 3 
Walt) = = a® fer: Vale"). (4.5.5) 
Für eine starr rotierende kugelförmige Massenverteilung ist 
valz) ve) Ser ur” (4.5.6) 


(w" = Vektor der Winkelgeschwindigkeit). und wir erhalten 
2G : v 
Ugalz) = Zement [apa : (4.5.7) 


Für sphärisch symmetrische plz) = plr) gilt 
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fer pr rt = „io. (1.5.8) 
wobei 
2 3 N ml? 5.9 
I:=3 d’r’p(r)r (4.5.9) 
das 'Trägheitsmoment der Masse ist. Damit wird (4.5.7) 
\ 2G auv 1. GI 3v 3. r 
Yalr) = =‘ £ wre 2: NER, (4.5.10) 


Diese Zusatzterme haben wir zur Schwarzschildmetrik zu addieren. die dann 
im Außenraum einer rotierenden Masse die Gestalt 


e -1 
ds? = (1 _ -) dt? (1 ) dr? - r?d02+ 
Tr r 


+4G Ir 3er dr s3rr dt 


(45.11) 


annimmt. Der Term x d.rdt zeigt an. daß das Gravitationsfeld zwar stationär. 
aber nicht statisch ist. 

Im folgenden haben wir die Wirkung der zu „? proportionalen Zusatzter- 
me auf die Bewegung von Probekörpern zu berechnen. um zu gegebenenfalls 
beobachtbaren Effekten zu gelangen. Da wir uns für die Effekte der nichtdia- 
gonalen Terme in (4.5.11) interessieren (die M /r-Terme haben wir ja bereits 
analysiert). genügt es. die Metrik 


ds? = dt? — 2k.(r”) dr° dt - de? (4.5.12) 


als Beispiel eines stationären Linienelements zu betrachten. Dabei ist k = 
(k®) = (-k.) ein beliebiges Vektorfeld mit |k| < 1, das wir später wie in 
(4.5.11) als 


k=-k= 2 e73rT (4.5.13) 


wählen werden. Ein möglicher Weg wäre nun das Studium der Geodätischen 
zum Linienelement ( Übungsaufgabe). Es ergeben sich dabei Bewegungsglei- 
chungen mit formaler Analogie zur Bewegung im magnetostatischen Feld mit 
Vektorpotential k. wie dies für die Corioliskraft bekannt ist („gravimagneti- 
sches Feld“: im Gegensatz dazu wäre das zum skalaren Potential U in (3.2.22) 
gehörende Feld als „gravielektrisches Feld” anzusprechen). Dies führt zu den 
eigentlichen Thirring-Lense-Effekten, die möglicherweise?? an Bahnen gewisser 
Satelliten (LAGEOS) und in Akkretionsscheiben gesehen werden. 


®2Siche z.B. die Diskussion in H. Rumpf, H. Urbantke, Plus Lucis 2/99. p. 14. 
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Wir wollen uns hier für den Thirring-Schiff-Effekt interessieren und untersu- 
chen dazu für (4.5.12) die Transformation (2.5.9) auf ein lokales Inertialsystem 
in der Nähe des Punkts 2° = X%.t=X®. In 


1 
ya = 2° - KO + 512 (X - X) X) (1.5.19) 
zötigen wir die Christoffel-Symbole für (4.5.12) 
1 
To=0=T,. 795 = z(kas  Kaa) (1.5.15) 


(beachte die Näherung |k| < 1!). Damit kann (4.5.14) in der Form 
y=2-X-MX)x (2 - X)’ - X) (4.5.16) 
geschrieben werden. wobei 
N = $rotk. (4.5.17) 


Das hat die offensichtliche Deutung. daß das lokal inertiale y-System in bezug 
auf das ı-Svstem - in dem die Metrik ihre stationäre Form annimmt und 
das durch ein starres Gerüst festgelegt werden kann - während des kleinen 
Zeitintervalls x? — X° mit der Winkelgeschwindigkeit (4.5.17) rotiert. 

Zusammenfassend können wir sagen: wie wir den Effekt statischer Massen- 
verteilungen, der sich in Newtonscher Näherung als {1.4.6) manifestiert. durch 
Angabe eines Beschleunigungsvektors g = -gradU ersetzen können - (4.5.14) 
geht dabei über in 


y=2-X+1gX)( -X% -—. (4.5.18) 
so können wir die Effekte der linearisierten stationären Metrik 


ds? = (1+ 20) dt? - (1 - 2U)de? + 2kdxrdt (45.19) 


durch Angabe von zwei Vektorfeldern. nämlich g (Linearbeschleunigung - gra- 
vielektrisches Feld) und Q = zrotk (Rotation der lokalen Inertialsysteme - 
gravimagnetisches Feld), in linearer Näherung ersetzen. In dieser Näherung 
ist nämlich die Transformation (4.5.14) für (4.5.19) einfach das Produkt der 
"Transformationen (4.5.18) und (4.5.16). 

Die Rotation des lokalen Inertialsystems gegen das Inertialsystem im Un- 
endlichen folgt im Falle der kugelförmigen rotierenden Masse aus (4.5.13) und 


(4.5.17) zu 


r3 r2 


GI Kwr}z - wr? , 
= (4.5.20) 
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Das Rotationsfeld 0. das den Thirring-Schiff-Effekt beschreibt. hat daher ge- 
nau die Form eines Dipolfeldes. während es bekanntlich bei ruhenden Massen- 
verteilnngen nur Monopol- und Quadrupolfelder für g gibt. Die geometrische 
Interpretation von 2 (und g) ist in Abbildung 4.7 gezeigt. 


e 2 


x 


Abbildung 4.7: Zum Thirring-Schiff-Effekt. 


Der Thirring-Schiff-Effekt kann mit Hilfe von Kreiselexperimenten gemes- 
sen werden. die derzeit in Vorbereitung sind®? („Gravity Probe B*). Bei diesen 
Experimenten wird ein Kreisel in einem Satelliten auf eine polare Umlaufbahn 
um die Erde gebracht (Abbildung 4.8). Dabei nimmt man an. daß der Satellit 
in seinem lokalen Inertialsystem frei fällt und die Kreiselachse eine konstante 
Richtung in bezug auf dieses lokale Inertialsystem beibehält. Wegen der Dre- 


hung © des Inertialsystems gegenüber dem Fixsternhimmel ergibt sich dann 


auch eine Drehung der Kreiselachse um den gleichen Betrag. die jährlich 0. 05” 
ausmacht, wie in Abbildung 4.8 angedeutet ist. 


In der Abbildung ist ferner die geodätische Präzession eingetragen, die durch 
die Bewegung des Kreisels a 


uf der Umlaufbahn um die Erde zustandekommt 
Kreiselachse um 7” pro Jahr gegenüber dem Fix- 


allgemein-relativistische Version der Thomas-Präzession (vgl. Sexl & Urbantke 
en Misner. Thorne & Wheeler (1973); Ciufolini & Wheeler (1995)) hin- 
zu. Abschließend wollen wir noch auf eine Problematik hinweisen, die wir hier 


Siehe dazu Demianski & Everitt (1993) sowie http://einstein.stanford.edu. 
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Abbildung 4.8: Thirring-Schiff-Effekt und geodätische Präzession. 


unberücksichtigt gelassen haben: Für ausgedehnte Körper - und das sind Krei- 
sel stets - ist die Herleitung der Bewegungsgleichung im Gravitationsfeld eine 
überaus komplizierte Aufgabe. über die eine ausführliche Spezialliteratur exi- 
stiert.?? Wir haben hier einfach angenommen. daß die Kreiselachse stets den 
Achsenrichtungen des lokalen Inertialsystems folgt. Diese Annahme kann man 
aus den Bewegungsgleichungen beweisen.®? 


Aufgaben 

1. Berechne den numerischen Wert (0, 05”) der durch den Thirring-Schiff- 
Effekt bewirkten jährlichen Drehung der Kreiselachse für einen Satelliten. 
der an der Erdoberfläche ent langstreift. 


3. Berechne die geodätische Präzession eines Kreisels auf einer antriebslosen 
Kreisbahn in einem kugelsymmetrischen statischen Schwerefeld. 


3sygl. W.G. Dixon in Ehlers (1979). 
35 A, Papapetrou, Proc. Roy. Soc. A209. 218 (1951). A. Papapetrou, E. Corinaldesi. Proc. 
Roy. Soc. A209. 259 (1951). 
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Anleitung: Seien u’ die Komponenten eines Einheitsvektors in Richtung der 
Kreiselachse. so ist nach (2.6.23) 


gr +Ty tv! =0 (45.21) 
ds 

die Bewegungsgleichung (Paralleiverschiebung) dieser Vektorkomponenten 
("= dr’ /ds = 4-Geschwindigkeit der Bahn). Die Metrik sei durch (3.3.17) 
gegeben. die Kreisbahn durch 2! = r = const, ?=)= 3.7 = 2% 
N = Nx°. wo Q so bestimmt sei. daß dies einer geodätischen Bewegung 
entspricht (vgl. Aufgabe 3 von Abschnitt 4.3 für die Schwarzschildmetrik). 
Wird (4.5.21) für i = 1 nach s differenziert und daraus u. u? mittels der 
Gleichungen für i = 0 und i = 3 eliminiert, ergibt sich eine Gleichung der 
Form 


2,8 

a + =0 ee = = erg? (4.5.22) 
Für die Schwarzschildmetrik wird „2 = 02? = Mr. es ist aber zu beachten. 
daß sich die Kreisfrequenz u auf die Eigenzeit s. die Kreisfrequenz ) aber 
auf die statische. im Unendlichen inertiale Zeit bezieht: die beiden hängen 
auf der Kreisbahn gemäß ds? = (e” — r?0?) dt? zusammen. Vollführt also 2 
einen Umlauf. wächst t um 2x/Q} und damit vs um 2rle” - rORV2/Q 


(= 27 (1- se für Schwarzschild). Die Lösung u'(s) = u!(D) cosws von 
(4.5.22) ist dann nicht auf den Anfangswert zurückgegangen. die Richtung 
der Kreiselachse nicht zur Anfangsrichtung. Dies ist die geodätische Präzes- 
sion. Die Gleichung für u? zeigt, daß die Achsenrichtung gegenüber der ra- 
dialen Richtung im jeweiligen Bahnpunkt zurückbleibt. Obiger Unterschied 
bewirkt dadurch pro Umlauf eine Vorwärtsdrehung der Achse gegenüber 
einer Bezugsrichtung im Unendlichen („Fixsterne”) um dem Winkel 


_ıA " M 
2r li-. ie] rn za +29) - 


(= 3nM/r für Schwarzschild), dessen numerischer Wert für einen Kreisel in 
einem Erdsatelliten im Text angegeben ist. 


(1.5.23) 


3. Ein Teilchen wird aus dem Unendlich 


h en gegen einen Totierenden Stern ge- 
schossen, wobei der Geschwindigkeitsvektor anfänglich in einer durch die 


Drehachse gelegten Ebene liegt. Zeige. daß die Winkelgeschwindigkeit des 
Teilchens (um die Drehachse des Sternes) nicht konstant gleich Null bleibt. 


das Teilchen also abgelenkt wird. Zeige. daß diese Winkelgeschwindigkeit in 


jedem Bahnpunkt nur von der dort vorhandenen Metrik abhängt und wie- 


der verschwindet. wenn das Teilchen ins Unendliche gelangt. Die Bewegung 
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erfolgt dort wieder in einer Ebene durch die Drehachse. die aber gegen die 


Anfangsebene verdreht ist. 
Anleitung: Verwende das Wirkungsprinzip für die geodätische Bewegung. 


Kapitel 5 
Kosmologie 


Die relativistische Kosmologie bildet eines der faszinierendsten. aber durch die 
Schwierigkeiten ihrer experimentellen Verifizierung zeitweise auch frustrierend- 
sten Kapitel der allgemeinen Relativitätstheorie. Allerdings gilt auch hier. dass 
sich die Situation durch die ständige Verfeinerung der Meßtechniken, den Ein- 
satz von Computern zur Auswertung riesiger Datenmengen und Durchrech- 
nung von Modellansätzen sowie die Möglichkeit, Messungen von außerhalb der 
Erdatmosphäre positionierten Satelliten aus durchführen zu können, wesentlich 
verbessert hat. 

Die erste Arbeit zur relativistischen Kosmologie ist A. Einsteins „Kosmolo- 
gische Betrachtungen zur allgemeinen Relativitätstheorie“'. Das in dieser Ar- 
beit hergeleitete „Einstein-Universum” eröffnete eine neue? Denkmöglichkeit. 
das endliche, aber unbegrenzte Universum. 1917 war das Postulat eines stati- 
schen, zeitlich unveränderlichen Universums die Grundforderung an das kosmo- 
logische Modell. Einstein mußte sogar die früher postulierten Feldgleichungen 


(3.1.2) durch die Einführung der kosmologischen Konstante A zu (5.5.4) ver- 
allgemeinern, um ein statisches Universum als Lösung zu erhalten. Erst 1929 
wurde durch E. Hubble3 gezeigt. daß unser Universum nicht statisch ist, son- 
dern eine Expansion aufweist, die sich in einer Rotverschiebung der Spektral- 
linien entfernter Galaxien zeigt. Das Hubblesche Expansionsgesetz ist einer der 
Grundpfeiler der relativistischen Kosmologie und wird in Abschnitt 5.2 disku- 
tiert. 

Kosmologische Modelle. die eine Expansion aufweisen. hatte A. Fried- 
mann?* bereits 1922 aufgestellt (Friedmann-Modelie). Diese Modelle, nichtsta- 
tische Lösungen der Einstein-Gleichungen. unterscheiden sich durch räumliche 
Krümmung und Annahmen über die kosmologische Konstante A und sollen 


LA. Einstein, Sitzungsberichte der Preußischen Akademie der Wissenschaften 1917. p. 142. 
2Siche aber K. Schwarzschild, Vierteljahresschr. Astr. Ges. 35.337 (1900). 

3E,. Hubble, Proc. U. S. Nat. Acad. Sci. 15, 168 (1929). 

A. Friedmann, Zeitschr. Phys. 10, 377 (1922): 21, 326 (1924). 
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in den Abschnitten 5,5 bis 5.8 genauer diskutiert werden. Seit 2000 beginnt 
das Beobachrungsmaterial. eine experimentelle Entscheidung zwischen den ver- 
schirdenen Friedmannschen Weltmodellen näherrücken zu lassen. 

Gemeinsam ist (fast) allen Friedmann-Modellen. daß das Universum vor 
etwa 10 Milliarden Jahren in einer gewaltigen Explosion. dem Urknall. ent- 
standen sein soll. Das Studium des frühen Universums. also der Vorgänge kurz 
nach dem Urknall, hat sich in den letzten Jahren als eine der interessante- 
sten und fruchtbarsten Teilgebiete der relativistischen Kosmologie erwiesen. 
Der Anstoß dazu war die 1965 durch Penzias und Wilson entdeckte „kosmische 
Hintergrundstrahlung". eine isotrope Wärmestrahlung von etwa 2.7 K. die das 
Universum erfüllt. Die Konsequenzen dieser Entdeckung sollen im Abschnitt 
5.9 beschrieben werden. 


3.1 Das kosmologische Prinzip 


In der Kosmologie versucht man. das Weltall als Ganzes zu beschreiben und 
sich nicht auf abgegrenzte Teilbereiche (Labor. Erde. Sonnensystem etc.) zu be- 
schränken wie in der übrigen Physik. Dabei ergibt sich eine wesentliche Verein- 
fachung: die nichtgravischen Kräfte - elektromagnetische. schwache und starke 
Wechselwirkungen — spielen bei Erscheinungen. die über den Maßstab einer 
Galaxis hinausgehen. keine Rolle. da sie teils kurzreichweitig sind oder sich 

wegen der Ladungsneutralität - kompensieren. Zur Bestimmung der Dyna- 
mik des Weltalls im Großen sind daher nur die Feldgleichungen der Gravitati- 
on zu lösen. wenn wir von Umwandlungsprozessen von Elementarteilchen und 
Phasenübergängen absehen. die in der Frühzeit des Universums von Bedeutung 
waren. 

Aber selbst für den Energie-Impuls-Tensor der Materie, der in der Einstein- 
schen Gleichung einzusetzen ist. können wir stark vereinfachende Annahmen 
machen. Wir können nämlich ähnlich wie in der kinetischen Gastheorie vorge- 
hen und die Materie durch ein Cas ersetzen, in dem die Galaxien die Rolle der 
Atome, die Haufen von Galaxien diejenige der Moleküle haben: Mittelt man 
über Regionen. die groß gegenüber dem Abstand von Galaxien sind’. so ist 
die „Mikrostruktur" (= Galaxien) vernachlässigbar, und ein Gas einheitlicher 
Dichte resultiert. Es zeigt sich. daß diese Dichte im ganzen unserer Beobachtung 
zugänglichen Weltall etwa konstant ist (homogenes Weltall) und nicht von der 
Richtung abhängt. in der wir beobachten (isotropes Weltall). Die beste experi- 
mentelle Evidenz dafür ist die Isotropie der kosmischen Hintergrundstrahlung. 
auf die wir noch zurückkommen. 
Eine weitreichende Verallgemeinerung dieser experimentellen Tatsache wird 
im kosmologischen Prinzip formuliert: Die Erde hat keinen privilegierten Platz 
im Weltall: das Weltall bietet von jeder Stelle aus den gleichen Anblick. Diese 
Formulierung ist nicht schr Präzise, es wird in ihr Homogenität, aber nicht die 


3 : 
Zu neuerdings beobachteten Inhomogenitäten auf dieser Skala siehe Goenner (1994), 
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Isotropie des Weltalls gefordert. die den kosmologischen Modellen üblicherweise 
zugrundegelegt wird. Aus Isotropie folgt Homogenität, aber nicht umgekehrt 
(Abschnitt 2.8). 

Die isotropen, homogenen Modelle des Universums wurden erstmals durch 
Friedmann untersucht (Friedmann-Modelle), während die anisotropen. aber 
homogenen Alodelle erst später klassifiziert wurden (neun Typen nach den 
möglichen Strukturen ihrer Symmetriegruppen. die schon früher abstrakt von 
Bianchi gefunden worden waren)®. Für Vergleiche mit dem Experiment sind 
die Friedmann-Modelle am bedeutendsten. Im nächsten Abschnitt sollen daher 
zunächst die mit ihnen eng verwandten Newtonschen Modelle der Kosmologie 


diskutiert werden. 


5.2 Newtonsche Kosmologie 


In den folgenden Übungsaufgaben sollen die wesentlichsten Resultate der New- 
tonschen Kosmologie erarbeitet werden. 


Aufgaben 


1. Olberssches Paradoxon’. Die erste Annahme. die man der Kosmologie zu- 
grundelegen könnte, ist die eines unendlich ausgedehnten. homogenen und 
statisch mit Sternen erfüllten Universums. Zeige. daß diese Annahme zu 
einern unendlich hellen Nachthimmel führt (Olberssches Paradoxon). wenn 
man die Absorption des Lichtes durch Sterne unberücksichtigt läßt. 


2. Kinematik: Die Rotverschiebungs-Entfernungsrelation {Hubble-Gesetz). Da 
auch die Fragen der Energieversorgung und Stabilität des oben angenom- 
menen Universums unlösbar erscheinen. betrachten wir ein dynamisches. 
d.h. expandierendes (oder kollabierendes) Universum. Zeige. daß der An- 
satz (H(t) ist eine beliebige Funktion der Zeit) 


v(t) = Hit)zit) (5.2.1) 


für die Geschwindigkeit v eines Teilchens (Stern). das sich in Entfernung z 


von einem beliebig herausgegriffenen Koordinatenursprung (Erde) befindet. 


das kosmologische Prinzip erfüllt. 

Anleitung: Der Ursprung z = 0 ist bei der „Explosion“ (5.2.1) nicht aus- 
gezeichnet, da der Ansatz z(t) = z'(t) +a{t) - wobei a{f) die Koordi- 
nate eines beliebig herausgegriffenen Sterns ist - zu dem Bewegungsgesetz 


Siehe z.B. M.A.H. Mac Callum in Hawking & Israel (1979). 

"Dazu wird gewöhnlich H. Olbers. Bode’s Jahrbuch 111 (1826) zitiert. Dieser Artikel von 
Olbers hat allerdings nicht allzuviel mit der Formulierung des Paradoxons zu tun. Siehe dazu 
Jaki (1969) und S.L. Jaki, Am. J. Phys. 35. 200 (67). Eine sehr lesenswerte kritische Analyse 
wurde auch von E.R. Harrison, Physics Today. Feb. 1974. p. 0, gegeben. 
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v’(t) = Hlt)a’it) führt. v’(t) ist die Geschwindigkeit in bezug auf den Stern 
a{t). der ının als neuer Ursprung des Koordinatensystems fungiert. 

Das Expansionsgesetz (5.2.1) wird im Universum tatsächlich beobachtet 
(siehe Abbildung 5.14). Die Rotverschiebung der Spektrallinien entfernter 
Galaxien zeigt. daß sich diese mit einer ihrem Abstand D proportionalen 
Geschwindigkeit v von uns entfernen® (D = |z]). falls sie als Dopplereffekt 


gedeutet wird: 


wobei die Hubble-Konstante Hy die Dimension einer inversen Zeit hat: 


IMs '=1.5.10'0 Jahre =4,5- 10175, (5.2.3) 


Dieser Wert? für Ho ist wegen der Schwierigkeiten! der Entfernungsbe- 
stimmung mit sehr großen Unsicherheiten behaftet. Die verschiedenen Be- 
stimmungsmethoden liefern die Schranken 1.35 - 101° < H;" <1,75:1010, 
während der ursprüngliche Hubblesche Wert nur Hy \=2.10° war!!. 


3. Die Bewegung der Sterne der Newtonschen Kosmologie wird beschrieben 
durch z({f). (5.2.1) ergibt 


z(t) = Rit)zo. (5.2.4) 


wobei zo die Lage des Sterns zur Zeit ty ist und Rt) dieR(to) = 1erfüllende 
Lösung von 


Ne HÖR). (5.2.5) 


dt 
4. Kontinuitätsgleichung. Die Verteilung der Sterne wird durch eine homogene 
Massendichte p(t) genähert, die wegen des kosmologischen Prinzips nur von 
t abhängen kann. Zeige, daß aus der Kontinuitätsgleichung 


R) 
En + div (pv) = 0 (5.2.6) 


®Der Index Null bei Ho soll andeuten, daß der Wert dieser Größe zur jetzigen Zeit t= ty 
gemeint ist. 
us =B. IR. Primack, in Cline (2001). oder auch Wheeler & Martel (2001). 
Die Schwierigkeiten der Messung von Ho sind in E.M. Burbidge, „Optical Observations 
Relevant to Cosmology*, in R. Sachs (1971) ausführlich diskutiert. 


"! Zur Geschichte der Rotverschiebungs-E ion si i 
gs-Entfernungsrelation siehe z.B. Weinber (1972). p. 
335 f£, oder J.D. Fernie, Publ. Astron. Soc. Pac. 81, 707 (1969). ; = 
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mit dem (5.2.1) entsprechenden Geschwindigkeitsfeld v(z.t) = H(t)z die 
Gleichung 


plt) = po/R’(t) (5.2.7) 
folgt. wobei po = plto) ist. 


5. Dynamik. In der hydrodynamischen Bewegungsgleichung 


1 
a +-gradp-F=0 (5.2.8) 
dt p 
kann der Druck p gegenüber der Gravitationskraft F vernachlässigt werden. 
zumindest in der heutigen Entwicklungsphase des Universums. Zeige. daß 


durch Einsetzen von (5.2.1) und (5.2.4) die Relation 
dH 2 2 
ö ( ae) 


folgt und nach Divergenzbildung, wegen der Feldgleichung der Newtonschen 
Gravitation 


divF = -AnpG (5.2.10) 
sowie (5.2.7) 
ER 4ArG : 
27 7, Io) =0. (5.2.11) 
R we +73 pito) 


j ; ER ist ein statisches Universum (R = const.) 
Da hiernach stets x < 0. ist eins { 


unmöglich. 

6. Die kosmologische Konstante. Ändert man den Kraftansatz (5.2.10) durch 
Einführung der „kosmologischen Konstanten“ A - deren physikalische Deu- 
tung später klar werden wird - willkürlich ab: 


A _ 
divF = -inG (o u ) ; (5.2.12) 


so erhält man anstelle von (5.2.11) 


ER 4rG 1 3 z 
2 _—_——_n—- -AR’ =0. 5.2.13) 
R IE Ed 3 Po 3 ( 


Für Gpo = AR3/4r ist nun ein statisches Universum möglich. das wir in der 
relativistischen Kosmologie als Einstein-Universum kennenlernen werden. 
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-] 


. Integration der Bewegungsgleichung. Energiesatz. Die Gleichung(5.2.13) ge- 


stattet das Energieintegral 


IR\’” C 1 
k— ZAR? =0. 5.2.14 
(€) Reg DR) 
wobei C = 8mmG/3 und k eine Integrationskonstante ist (-—k = 


Energiedichte). Diskutiere die Lösungen von (5.2.14) für kZ0 graphisch. 
(Siehe dazu Abschn. 5.6). 


Welche Gebilde folgen der kosmischen Expansion? 1? Expandiert das Son- 
nensystem, die Galaxis nach (5.2.2)? Zur Beantwortung dieser Frage zeige. 
daß der Energiesatz (5.2.14) für einen Probekörper als 


„2 
— +Vft,2) = const. (5.2.14a) 


geschrieben werden kann. wobei 


Vit.z) = 


(ta? mia? 


und m die Masse des betrachteten Teilchens ist. Die kosmologische Expan- 
sion kann daher auf ein Oszillatorpotential mit negativer Kraftkonstante 
zurückgeführt werden. zu dem andere Potentiale U(x) hinzugefügt werden 
können. wie etwa das Gravitationspotential U = -GM /r unserer Galaxis. 
Das resultierende Gesamtpotential ist in Abbildung 5.1 gezeigt. 


Abbildung 5.1: Überlagerung von kosmischem und lokalem Potential. 


Die Expansion erfolgt abr = a. Wie groß ist a für das Sonnensystem bzw. 
die Galaxis? ü 


12 Nach der allgemeinen Relativitätstheorie wurde diese Frage behandelt in A. Einstein, E. 


Straus, Rev. Mod, Phys. 17, 129 (1945) („Emmentalermodell“ }. 
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9. Kritik der Newtonschen Kosmologie. Ist das Teilchen, welches das Zentrum 
der Explosion in der Newtonschen Kosmologie bildet. wirklich durch keiner- 
lei Experimente feststellbar, oder ist es bloß kinematisch nicht ausgezeich- 
net? (Betrachte geladene Teilchen.) 


5.3 Relativistische Hydrodynamik 


Zum Aufbau der relativistischen Kosmologie benötigen wir zunächst eine ge- 
eignete Theorie der Materie. die das Universum erfüllt. Die Theorie. die dabei 
üblicherweise verwendet wird, ist die relativistische Hydrodynamik. die im fol- 
genden entwickelt werden soll. 

Als Ausgangspunkt der relativistischen Hydrodynamik kann die kinetische 
Theorie dienen!?. wobei die Bewegungsgleichungen dann aus der Boltzmann- 
Gleichung hergeleitet werden. Einfacher ist es jedoch. direkt vom Energie- 
Impuls-Tensor der Flüssigkeit auszugehen, aus dessen Erhaltung sich dann 
die Bewegungsgesetze ergeben, wobei Zusatzannahmen (Zustandsgleichung: 
Ansätze für Reibungs- und Wärmeleitungsterme bei nichtidealen Flüssigkei- 
ten) die fehlenden Relationen liefern. 

Für eine ideale Flüssigkeit hat der Energie-Impuls-Tensor die Form u 


Tk= (5.3.1) 


0 
p 
0 
N) 
wobei p die totale Energiedichte und p den Druck bedeutet. (5.2.15) ist nur im 
Ruhsystem der Flüssigkeit gültig. In einem beliebigen anderen Koordinaten- 
system, in dem sich die Flüssigkeit mit der Vierergeschwindigkeit u’ bewegt. 


ist 
Tr = (p + Pu ur — Pik- 15.3.2) 


Für w = (1.0) und 9« = Nik reduziert sich (5.3.2) auf den vorigen Ausdruck 
und ist daher die geeignete Verallgemeinerung von (5.3.1). denn zur Konstruk- 


: ae eg ö 
tion von T,; stehen nur w,u; und gik zur Verfügung, und die Koeflizienten sind 


so gewählt. daß (5.3.2) im Ruhsystem in (5.3.1) übergeht. 
Der Erhaltungssatz Tur* = 0 führt für (5.3.2) auf die Gleichungen 
Kp+ pur] + (p+Plunut -pı = 0. (5.3.3) 


Definieren wir die konvektive Ableitung eines beliebigen Tensors durch 


TEeTur 15.3.4) 


ee en eg get s es ER 
13Siche 2. BJ. Ehlers. „General Relativity and Kinetic Theory” in R. Sachs (1971). 
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so läßt sich (5.3.3) in die Form 


ne P.ı ((p as p)ur]x ur (5.3.5) 
pP+Pp ptPp 

bringen. Diese Gleichung hat fast die Form der Euler-Gleichung für eine ideale 
Flüssigkeit. Es handelt sich bei (5.3.5) allerdings um 4 Gleichungen (die Euler- 
Gleichungen sind 3 Relationen). und es stört ferner der Term x Kp + pJur)x- 
Daß dieser Term nicht etwa wegen einer Kontinuitätsgleichung verschwindet. 
sieht man durch Multiplikation von (5.3.5) mit u". Wegen wu! =1,uu =0 
ergibt sich 


B=[(p+ p)Jut)a #0 (5.3.6) 
oder 


B+(lp+p)utr=0. (5.3.7) 


Die Herleitung von (5.3.7) ist der erste Schritt einer systematischen Zerlegung 
vierdimensionaler Gleichungen in Raum- und Zeitteil, die uns schließlich auch 
auf die Euler-Gleichungen führen wird. Diese Zerlegung ist möglich, wenn ein 


zeitartiges Vektorfeld u! (u'u, = 1) in der Raumzeit gegeben ist (Beobachter- 
feld). Dazu definieren wir den Tensor 


Rik = gik — Unüx, (5.3.8) 
der die Relationen 
haut =0 (5.3.9) 
Rachfı = hu (5.3.10) 
kr=huh®=3 (5.3.11) 


erfüllt. 


Ark ist ein Projektionsoperator auf den 3-dimensionalen Unterraum senk- 
recht zu uf. So läßt sich z.B. das Linienelement ds? = 9... dx’dr* in den Zeitteil 
dr? und den Raumteil de? aufspalten, wobei 


ds? = dr? -. de, (5.3.12) 
dr? = (u, de')?, (5.3.13) 
de? = hr de’de*. (5.3.14) 


Dabei ist dr die Eigenzeit eines Teilchens (Beobachters), das sich mit der Ge- 
schwindigkeit 1: bewegt. und do mißt die räumlichen Abstände im lokalen 
Ruhsystem des Teilchens. Ähnlich kann der Tensor T;; in die Anteile 
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E=Tauıt. (5.3.15) 
4 = -Timu" hl, (5.3.16) 
Tık = Tim hl, AR (5.3.17) 


aufgespalten werden. deren Bedeutung in einem System mit gık = nk. Ih = 
(1.0) (mit u? mitbewegtes. lokales Inertialsystem) klar wird (Energiedichte, 


Energiestrom. Spannungstensor). 
Ebenso kann die Vektorgleichung (5.3.5) durch Multiplikation mit u’ in 
ihren Zeitanteil (5.3.7) und mit A‘; in ihren Raumteil 


p.h®" 
ee (5.3.18) 
p+Pp 
zerlegt werden. (5.3.18) ist die gewünschte Euler-Gleichung. wie man durch 
Übergang zum mitbewegten Inertialsystem u; = (1,0) sofort sieht. 
Nun bleibt nur noch (5.3.7) zu deuten. Es handelt sich dabei um keine 


Kontinuitätsgleichung der Form (p u"); = 0, da (5.3.7) nur als 
(put). £pun=0 (5.3.19) 


umgeschrieben werden kann. Es ist ja charakteristisch für die relativistische 
Theorie. daß die Erhaltung der Massendichte p nicht unbedingt gelten muß. 
Die Kontinuitätsgleichung ist keine Konsequenz von (5.3.3). sondern zusätz- 


lich zu postulieren!*. Sie lautet 


(nur). 0. {5.3.20) 


wobei n(r) wegen (5.3.19) nicht mit der Massendichte p(x) identisch sein kann. 
Man kann aber für n(.r) die Baryonendichte benutzen. da die Baryonenzahl. ex- 
treme Verhältnisse (siehe Abschnitt 5.9) vielleicht ausgenommen, als konstant 
angenommen werden darf. Wir definieren daher 
m r r 
n(z) = 8m Av N(AV). 
wobei m die Masse eines Nukleons und N die Zahl der Baryonen im Volumen 
AV ist. 

Diese Kontinuitätsgleichung kann 
ein Elektronengas z.B. die Leptonenz 
sonen) dagegen existiert keine Kontinuitätsg 
und vernichtet werden können. 

Der Zusammenhang zwischen n. p und p folgt aus d 


für normale Materie dienen. während für 
ahl zu verwenden ist. Für Photonen (Me- 
jeichung. da sie beliebig erzeugt 


er Zustandsgleichung 


14Sje wäre aus der kinetischen Theorie herzuleiten. 
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p=p(p) (5-3-21) 
und der Definition des Druckes 
d{Energie pro Baryon) dipfn) _ dp 


_ =n— - 3.3.22 
d(Volumen pro Barvon) d(1/r) "An 8 


P= 
oder 


P+p= na? = nu, (5.3.23) 


wobei u das chemische Potential ist. Wenn die Zustandsgleichung p(p) bekannt 
ist, so kann (5.3.23) integriert werden 


Zap: 2 [ ar (5.3.24) 
P+tp n 
Damit ist auch n(p) bekannt. 

Die Massendichte p unterscheidet sich von der Baryonendichte n durch die 


innere Energiedichte ne (e ist die spezifische innere Energie. also die innere 
Energie pro Baryon) 


p=nll+e): (5.3.25) 
e ist negativ. wenn p < n. wenn also Energie bei der Bildung des Zustandes 
p abgegeben wird (z.B. Bindungsenergie bei Bildung von Atomıkernen): e ist 
positiv. wenn Energie (Kompressionsarbeit) aufgewendet werden muß, um den 
Zustand mit Dichte p herzustellen. (Für nicht wechselwirkende Baryonen wäre 
n=p.) 
Spezifische Entropie (Entropie pro Baryon) s und Temperatur T werden 
durch die Forderung definiert. daß T der integrierende Nenner der Gleichung 


1 1 
ds=_ m 5.3. 
E 7 (dt 7a1) (5.3.26) 


ist. da v = 1/n das spezifische Volumen ist. Die Konstanz der Entropie entlang 
der Stromlinien einer idealen Flüssigkeit folgt direkt aus (5.3.6): 


P=((p+pJuh)s = [(n+en + pJur],, 


EIN (5.3.27) 
neu +put +p=ne+puk,tp. 


Division durch n liefert mit n + nuf, = 0 


Kacch 1\ 
Ta=c+2(}) =0 (5.3.28) 
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Damit ist auch die letzte aus der Energie-Impuls-Erhaltung folgende Gleichung 
gedeutet: Im Falle einer idealen Flüssigkeit zeigt sie. daß keine Energie in 
Wärme übergeht und die Entropie konstant bleibt. 


Aufgaben 


1. In den Überlegungen des vorigen Abschnittes wäre strenggenommen p = 
p{p.rv) zu setzen (v = 1/n ist das spezifische Volumen) bzw. p = pl(p.T). 
Welche Änderungen treten dadurch in den Gleichungen (5.3.22 - 28) auf? 
Unter welchen Bedingungen kann man die Näherung p = p(p) verwenden? 


2. Zeige. daß für eine nichtideale Flüssigkeit 


Tr = pwur + (nur t kW) — PRik + ik (5.3.2«) 


gilt. Dabei hat q, (5.3.16) die Bedeutung eines Energieflusses relativ zu u‘. 
und r’* (5.3.17) ist der anisotrope Teil der Druckverteilung. Zerlege die 
Bewegungsgleichungen 7’*,; = 0 wie zuvor in Raum- und Zeitteil!?. 


5.A Kinematik von Geschwindigkeitsfeldern' 


In der klassischen Hydrodynamik teilt man die Strömungen von Flüssigkeiten 


und Gasen nach Inkompressibilität, Rotationsfreiheit etc. ein. Diese Einteilung 
wollen wir auch hier herleiten, wobei jeweils auf dreidimensionale Unterräume 
zu projizieren ist. um die Analogie zur klassischen Physik herzustellen. Wir 

Stromlinien) durch Lagrange- 


unterscheiden die einzelnen Flüssigkeitsteilchen ( 
Parameter a# (u = 1.2.3). Die Stromlinien sind dann durch 

2 = r'(a,s) (5.421) 
gegeben. wobei s die Eigenzeit entlang der jeweiligen Stromlinie angibt. Die 
Geschwindigkeit u! wird durch 


; ik 
usa gu 1 
gegeben. Aus dem „Verbindungsvektor” ö 
(Abbildung 5.2) 


(5.4.2) 


r' zweier benachbarter Stromlinien 


a (5.43) 
erhalten wir durch Anwendung des Projektionsoperators h,x den Raumteil 


rt ı= hr ör®. 5.44) 


120 Kapitel 5. Kosmologie 


Abbildung 5.2: Abstand von Stromlinien. 


Die Kinematik des Geschwindigkeitsfeldes der Strömung wird durch die zeitli- 
che Änderung von dr’ bestimmt. Die Relativgeschwindigkeit öv° benachbarter 
Teilchen (Galaxien) ist der räumliche Teil der Zeitableitung von ör’: 


n D - D ,.. DA® ; Döz! 
th = ht 5.4.5 
ı ka, 0X hie, hör k 6X = + Ah ae { ) 
Es ist aber 
DRF, = DöR, D(u*u,) 4 Du* uk Du, 
ds ds ds ds ds 
und daher 
= ij Dör! $ Du* 
av =h‘ ayusr! —. 5.4. 
D Gr kuör 15 (5.4.6) 


Der zweite Term von (5.4.6) ist nur bei nichtgeodätischen Bewegungen von 
Bedeutung. Mit 


Dir!  _ 2 
An =: du! = ulm dr" (5.4.7) 


folgt weiter 


dt = hl um RR h’. u 6x! u ur = Kulm dr" = vn sr”. (3.4.8) 


Siehe dazu G.F.R. Ellis. in R. Sachs (171) 
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Dabei ist 


Beuel iu (5.4.9) 
der räumlich projizierte Teil des Geschwindigkeitsgradientenfeldes, der in übli- 
cher Weise in seine irreduziblen Bestandteile zerlegt werden kann: 


Um = Wım + Fım + 3 hımd, (5.4.10) 
wobei 
“im := 3(Uım—Umi). Fim = 1 dim+tmi)- z0hım- 9:=v, (5.4.11.12.13) 


die Rotation. Scherung und Dilatation des Geschwindigkeitsfeldes angeben. 
Die Terminologie entspricht genau derjenigen der klassischen Hydrodynamik, 


wie in den Übungsaufgaben gezeigt wird. 
Die Volumdilatation gibt die Veränderung des mittleren Abstandes R 
zweier Teilchen (Galaxien) (gemittelt über alle Richtungen) an: 


8, (5.4.14) 


während die Skalare 
ee 10" im. 0? := 30" Cm (5.4.15. 16) 


die Größe von Rotation und Scherung beschreiben. 


Aufgaben 


1. Der Abstand zweier benachbarter Galaxien sei durch dr! = 
gegeben. Zeige, daß 


Rr’.n'n=-1 


m an+-9 {5.4.17) 
Ren n +73 J 


und daß nach Mittelung über alle Richtungen n® wegen oh“? = 0 
Rı . ER 
Z=-9 (Mittel (5.4.18) 
R 3 ( 

folgt; 6 ist daher die Volumsexpansion. 


2. Zeige. daß 


nr = [ua + 00° — can“ n“helnn. {5.4.19} 
(5.4.19) gibt die Richtungsänderung des Abstandes n® in bezug auf Fermi- 
verschobene Einheitsrichtungen e*. he, = 0. an. die etc, = 1. Ein = 0 
erfüllen. 
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3. Zeige. daB wa, durch den zu u, orthogonalen Wirbelvektor 


eg (5.4.20) 


ausgedrückt werden kann. wobei 2? = ww, gilt. 


5.5  Friedmann-Universum I: 
Kosmische Hintergrundstrahlung 
und thermische Entwicklung 


Im Abschnitt 5.3 haben wir uns mit der relativistischen Hydrodynamik 
beschäftigt und die Bewegungsgleichung einer Flüssigkeit in einer gegebenen 
Metrik g,« untersucht. Diese Bewegungsgleichungen sind nun durch die Ein- 
steinschen Feldgleichungen zu ergänzen, die die Rückwirkung der Flüssigkeit 
auf die Raumstruktur angeben. 

Das entstehende gekoppelte Gleichungssystem ist allerdings nur unter sehr 
vereinfachenden Annahmen lösbar. Es lassen sich aber doch. ausgehend von 
der für einen beliebigen Vektor u? gültigen Gleichung (2.7.1) 


Ua:dıc — Uaseıd = Robed u. (2.7.1) 
einige allgemeine Aussagen machen. die einen gewissen Einblick in komplexe 
Weltmodelle erlauben. 

Kontrahiert man (2.7.1) mit gtu®, ergibt sich 


(u.a) = (uR.e):au“ = Reaufu“ (5.5.1) 


oder. mit (5.1.9). 


6+30° — 1%, +20? — 2) = Rautuf. (5.5.2) 


Die Einsteinschen Feldgleichungen (3.1.2) können nun benutzt werden, um 
(5.5.2) weiter zu vereinfachen. Dabei setzt man üblicherweise nicht einfach 
den Energie-Impuis Tensor (5.3.2) auf der rechten Seite der Feldgleichung ein. 
sondern berücksichtigt auch noch eine mögliche Energie-Impuls-Dichte des Va- 
kuums!®. die durch die kosmologische Konstante A ausgedrückt wird. Die Be- 
gründung für die mögliche Existenz eines derartigen Terms ist kurz folgende: 
Mechanik und Feldtheorie bestimmen nur Energieunterschiede, aber nicht den 
Absolutwert der Energiedichte eines Systems. Die ausschließlich in der Gravita- 
tionstheorie benötigten Absolutwerte erhält man nur, wenn man dem Vakuum, 


at ee el re 
16Siehe z. B. Henley u. Thirring (197: 


3), und etwa die Artikel von 5. Weinberg und E. 
Witten in Cline (2001} wegen neuerer 5 


pekulationen zu diesem Thema. 
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also dem leeren Raum. willkürlich eine Energiedichte zuschreibt. die man meist 
zu Null wählt. 

Die Quantenfeldtheorie zeigt aber. daß Fluktuationen (Erzeugung und 
Wiedervernichtung virtueller Teilchenpaare) zu einem nichtverschwindenden 
Energie-Impuls-Tensor T'Y des Vakuums führen könnten. Bei Lorentzinvarianz 
des Vakuums kann I, nur die Form 


‚- A 
TE = 9 (5.5.3) 


haben, wobei die Konstante A/r die Energiedichte des Vakuums angibt. (5.5.3) 
ist offensichtlich ein erhaltener Tensor. der zur Energiedichte 7, der Mate- 
rie hinzugefügt werden kann. Die heutigen theoretischen Ansätze (vgl. etwa 
P.C.W. Davies in Held (1980). Vol. 1) zur Berechnung von T/, reichen noch 
nicht zur eindeutigen Bestimmung von A/r aus. zeigen aber auch. daß EN 
Zusatzbeiträge enthält, die u.a. von der durch Gezeitenkräfte (Riemannten- 
sor!) hervorgerufenen Störung der iokalen Lorentzinvarianz kommen und die 
Theorie sogar qualitativ ändern können.!” Wir betrachten deshalb hier wie 
ursprünglich Einstein (5.5.3) als phänomenologischen Term mit zunächst un- 
bestimmtem A/x . Experimentell ergeben sich Schranken daraus, daß die Ener- 
giedichte des Vakuums die beobachtete mittlere Massendichte des Universums 
(p = 1070 g/ cm’) nicht wesentlich überschreiten kann. Daher ist der A-Term 


in den erweiterten Feldgleichungen 


A ee 
Rk - Sg =—K (7 Hr Au) - (5.5.4) 


1 A = ! 

Rkr= —# (1 59T "uu) (5.5.4«) 

auch nur in der Kosmologie zu berücksichtigen. während er sonst gegen den 
Energie-Impuls-Tensor T,, der Materie vernachlässigt werden kann. 
Einsetzen von (5.3.2) und (5.5.4a) in (5.5.2) liefert die Ravchaudhuri- 


Gleichung 
[or -in +0 etor nn | 659) 
oder. mit (5.4.14). 
IR or zler3p +. (5.5.6) 
n mit g@&h®® 


Eine weitere Relation können wir aus (2.7.1) durch Multiplikatio 
gewinnen: 


BL a ne ee ee \ 
ATVgl. etwa M. Gießwein. R.U. Sexl, E. Streeruwitz. Phys. Lett. 52B. 42 (1974): Acta 


Phys. Austr. 41, 41 (1975). 
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h, er z eur 0. 3 24”) = (or, +oN,}\i® N. (5.5.7) 


(3.5.6) und (5.5.7) enthalten noch nicht die vollständige Dynamik der Feld- 
gleichungen. die aber durch weitere Multiplikation mit Projektionsoperatoren 
und durch Berücksichtigung der Erhaltungssätze systematisch in ähnliche Form 
gebracht werden kann!”. Die entstehenden Gleichungen sind allerdings zu kom- 
plex. ım ohne vereinfachende Annahmen gelöst werden zu können. Wir kon- 
zentrieren uns daher auf die Friedmann-Modelle die um jeden Punkt räumlich 
isotrop sind. d.h.. für die 


haps=haps=heup=0 (5.5.8) 


gilt und ferner 


Tb. (5.5.9) 


(5.5.8) und (5.5.9) sind direkt physikalisch einsichtig und folgen daraus. daß der 
einzige rotationsinvariante Vektor der Nullvektor ist und nur der Tensor hr die 
erforderliche Rotationssymmetrie aufweist. (5.5.8) und (5.3.18) implizieren 


Wen. (5.5.10) 
Damit vereinfacht sich (5.5.6) zu 
3R K 
ee ee 9.5.11 
7A zlet 3m), ( ) 


während aus (5.5.7. 9) die Homogenität der Expansion h%,0® = 0 resultiert. 
Das Friedmann-Universum expandiert folglich in jedem Punkt gleich schnell. 

(5.5.11) enthält die Dynamik der Friedmann-Nodelle, wobei das zeitliche 
Verhalten von p und p aus (5.3.7) folgt. Wegen (5.5.10) ist ul, = v4; = 6 = 
IR/R und daher 


P+ Mp+n =9 (5.5.12) 


oder 


(PR?) + PR?) = 0. (5.5.13) 
während der Erhaltungssatz (5.3.20) zu 


(HR =0. nx1R (5.5.14) 


führt. Für das heutige Universum ist p/e? < p (der Druck kann gegen die 
Massendichte vernachlässigt werden) und daher 


18Systematisch ist dies bei G.F.R. Ellis in R, Sachs {1971) durchgeführt 


Bil 
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nz px M/R*. (5.5.15) 


wobei M eine Konstante ist. In dieser Näherung wird (5.5.11) mit der New- 
tonschen Gleichung (5.2.13) identisch. 

Für ein von elektromagnetischer Strahlung (oder von Neutrinos oder ande- 
ren masselosen Teilchen) erfülltes Universum ist dagegen 


p=p/3. (5.5.16) 
und folglich wird (5.5.12) 


p+ 12 PUR (5.3.17) 


Bei der Expansion des Friedmann-Universums verringert sich daher die Ener- 
giedichte der elektromagnetischen Strahlung schneller als die Materiedichte. 
Der Grund dafür ist. daß die Photonendichte (wie die Baryonendichte n) wie 
1/R? abnimmt. die Photonen aber außerdem rotverschoben werden und ihre 
Wellenlänge AxR ist. 

Auch das thermische Verhalten von Materie und (schwarzer) Strahlung kann 
man aus (5.5.12) herleiten. Für schwarze Strahlung ist die Energiedichte p x 


T*. und wegen p x 1/R* gilt 


T x YR. (5.5.18) 
Ist ein expandierendes Universum von Strahlung erfüllt, so kühlt es bei der 
Expansion umgekehrt zu seiner Ausdehnung ab. 
Für Materie (ideales Gas) gilt dagegen 
p=on’. T= 3E = 3m. (5.5.19) 
n 


wobei a, 3, + Konstante sind. Aus (5.5.19) folgt T x n?=! und mit (5.5.14) 


1 . 


Für ein einatomiges Gas (y = 5/ 3) ist 
Tx1R?. (5.5.21) 
Die Kenntnis des thermischen Verhaltens der Strahlung und der Materie 
ermöglicht es, die thermische Geschichte des Universums nachzuzeichnen. Aller- 
dings ist in (5.5.18) bzw. (5.5.21) noch ein unbekannter Proportionalitätsfaktor 
enthalten, der experimentell zu bestimmen ist. Dies ist 1965 Penzias und Wilson 


126 Kapitel 53. Kosmologie 


durch die (zufällige) Entdeckung der kosmischen Hintergrundstrahlung gelun- 
gen'®. Sie zeigten. daß eine isotrope elektromagnetische Strahlung das Weltall 
erfüllt. die sich später als schwarze Strahlung mit einer Temperatur von 2.7 K 
herausstellte. Ihr Spektrum ist in Abbildung 5.3 gezeigt (nach J.C. Mather et 
al.. Astrophvs. J. 354. L37 (1990)). 

Bereits zuvor hatten R. Dicke und seine Mitarbeiter! in Princeton an einer 
Antennenanlage gearbeitet. um gerade die Strahlung zu messen. die nach dem 
Gesetz (5.5.18) von einem frühen. sehr heißen Zustand des Universums übrig- 
geblieben sein könnte?®. Es wurde sehr bald klar. daß es Penzias und Wilson 
tatsächlich geglückt war. diese kosmische Hintergrundstrahlung zu messen. Von 
besonderer Bedeutung für diese Interpretation der Strahlung ist vor allem der 
hohe Grad ihrer Isotropie.?' Bei einer Winkelauflösung von 1° wurden Energie- 
schwankungen gemessen. die einer Temperaturvariation AT/T < 2:103 ent- 
sprechen. Die Strahlung kann demnach nicht von diskreten Quellen herrühren. 
Auch würden Radiogalaxien, die bei diesen Wellenlängen zunächst als Quellen 
in Betracht kämen, nur 1% der gemessenen Intensität der Strahlung liefern. 
Diese Tatsachen weisen auf einen kosmischen Ursprung der Strahlung hin??. 
Wir wollen hier nicht weiter auf die experimentellen Aspekte der Strahlung 
eingehen, sondern uns der aus ihrer Existenz folgenden thermischen Geschichte 
des Universums zuwenden. 

In Abbildung 5.4 ist die Temperatur der Strahlung als Funktion von R nach 
(5.5.18) aufgetragen. Wenn wir die Geschichte des Universums zurückverfolgen. 
so wird die Strahlung nach T x 1/R immer heißer. aber auch die Materie 
(T x 1/R?). Bei etwa 3000 K ist schließlich die Materie ionisiert und wird damit 
undurchdringlich für Strahlung. Streuung von Strahlung und Materie führt bei 
allen höheren Temperaturen zu thermischen Gleichgewicht von Strahlung und 
Materie, während nichtionisierte Materie transparent für Strahlung ist und 
bei T < 3000K die in Abbildung 5.4 gezeigte Entkopplung von Strahlung 
und Materie eintritt. die dann unabhängigen Gesetzen (5.5.18) bzw. (5.5.21) 
gehorchen. Für 7 > 3000K wird das thermische Verhalten dagegen durch die 
Strahlung dominiert (das Verhältnis der Zahl der Photonen zu jener der Atome 


WA.A. Peuzias. R.H. Wilson. Astrophys. Journ. 142, 419 (1965). R.H. Dicke, P.JLE. 
ra P.G. Roll. D.T. Wilkinson, Astrophys. Journ. 142. 414 (1965). 
Die kosmische Hintergrundstrahlung wurde von R. A. Alpher und R. Herman, Nature 
a 774 (1948): Phys. Rev. 75. 1089 (1949) vorhergesagt. Sie schätzten ihre Temperatur auf 
2 # 


214977 ; f 
1977 konnte die von der Eigenbewegung unseres Galaxienhaufens in dem durch die Hin- 


tergrundstrahlung definierten kosmischen „Äther“ herrührende Dipol-Anisotropie nachgewie- 
sen werden. Darüberhinaus wurden 1992 durch den Satelliten COBE (Cosmic Background 
Explorer), von dem auch die in Abbildung 5.3 gezeigte Meßkurve stammt, erstmals Ani- 
satropien AT/T = 5- 10-# erkennbar, die kosmischen Strukturbildungen - Abweichungen 
von der Homogenität - zur Zeit der Freisetzung der Strahlung entsprechen könnten. Siehe 
x = ee al. in Gleiser (1993). Zu neueren Messungen und ihren Konsequenzen siehe 

?2 Andere Erklärungen wurden z.B. von D. 


ee ayzer, R. Hiverly, Ap. J. 179, 361 (1973) 
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Glatte Kurve = Spektrum 
eines schwarzen Körpers 
bei 2,735 K. 


2 ES a 18 20 


Wellenzahl (cm!) 


Energiefluß (10=!! W /cm? steradiant-cm!) 


Abbildung 5.3: Spektrum der kosmischen Hintergrundstrahlung {„CBR”). 


ist etwa 10°*!). so daß für 7 > 3000K die Temperatur x /R ist. 
Die der Strahlung derzeit entsprechende Massendichte ist 


Ps, = aT* = 4.5.10" g/cm’. (5.5.22) 


(a=8.4:10-36gcm-?K*), während die Materie derzeit eine Dichte von etwa 


Pmo 3 103°g/cm’ (5.5.23) 
aufweist. Strahlungsdichte und Strahlungsdruck können somit in der jetzigen 
Phase des Universums vernachlässigt werden. Da aber pm X R”°. während 
PAR *, wird pm = ps fürR = 10-IR,, also etwa zur Zeit der Entkopplung 
von Materie und Strahlung. Für noch kleinere Radien dominiert die Strahlung. 
Für R = 10°7Ry erreicht T den Wert 3: 10°K. wo Kernreaktionen einset- 
zen. Diese wichtige Phase in der Entwicklung des Kosznos soll im Kapitel 5.9 
besprochen werden. nn a 

Die Isotropie der kosmischen Hintergrundstrahlung ergibt überdies die be- 
sten Limiten für die Werte von o und ». Während aus direkten Beobachtungen 


von Galaxien nur? vo < 400. 00 < 140 folgt. läßt die Isotropie der Hinter- 


grundstrahlung auf co < 10°. oo < 10-305 schließen”*. 


EEE 5, : 
23]. Kristian. R.K. Sachs. Astrophys. J. 143. 379 (1966). 
?4K,S. Thorne. Astrophys. J. 148. 51 {1967}. 
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Spekulation 
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lonisierte Mat. 


im Gleichgewicht 


mit Strahlung 


Strahlung von 


Materie abgekoppeit 


-12 -10 4 -6 4 -2 [} 


kgR/R, 


Abbildung 5.4: Thermische Geschichte des Universums. 


3.6 Friedmann-Universum II: 
Raumkrümmung und Nebelzählung 


Die Überlegungen des vorigen Abschnittes haben es uns ermöglicht, einige 
Aussagen über die Dynamik und das thermische Verhalten eines Friedmann- 
Universums zu machen. Wir wollen nun die Einsteinschen Feldgleichungen für 
die isotropen homogenen Weltmodelle exakt lösen. 

Dazu müssen wir zunächst das Koordinatensystem festlegen. Es erweist 
sich als günstig, in einem mitbewegten Koordinatensystem zu arbeiten und die 
Lagrange-Parameter a# als räumliche Koordinaten z# = a® zu benutzen. Die 
Eigenzeit s entlang der Weltlinien kann als Zeitkoordinate £? = t = s dienen. 
Die Stromlinien werden dadurch selbst zu Koordinatenlinien. 

In diesem Koordinatensystem ist u! = (1,0), und aus wu’ = 1 folgt 


uU, = gr utut = gi = 1. (5.6.1) 


Aus der Rotationsfreiheit der Friedmann-Universen 


TOUR un, = 0% Geo. = 0 (5.6.2) 


folgt für i,k = u,v (räumliche Indizes, &(x) ist irgendeine Funktion) 
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Iou.v = Iov.p > u” Ölz)n- (5.6.3) 


Für i=0,k = wergibt (5.6.2) dagegen g0,.0 = 0, so daß © = ö(r”). Durch die 
Koordinatentransformation 


or, oa role) (5.6.4) 


erreicht man go, = 0. wobei u’ = (1.0) erhalten bleibt. Das Linienelement ist 
damit auf 


ds? = dt? + gaslz) dr*dr? (5.6.5) 
eingeschränkt. ö 
Man kann ferner zeigen?®, daß die Bedingung ax = 0 (5.6.5) weiter 
festlegt: 


ds? = dt? + R?(t. 2) Aunl2?) dad” (5.6.6) 


(siehe Übungsaufgabe), und die Feldgleichungen erlauben dann. 7,, und R? zu 
berechnen. 

Zunächst folgt, daß der Raum für t = const. von konstanter Krümmung 
sein muß. (Wir hätten also auch gleich von einer zwar weniger physikalischen. 
aber doch plausiblen Isotropieforderung an die Geometrie ausgehen können.) 
Sein Linienelement ist daher nach (2.8.10) 


- 


2 “ 
do? = R? ir +r2d0? + r? sin?0 a8 , (5.6.7) 
Be 


wobei k = +1.0. Setzt man dies in (5.6.5) ein. so ergibt sich das Robertson- 


Walker-Linienelement 


1 


; dr? 2 192 ı y2sin2ddo? | 5.6.8 
ds? =d? - R?(t) \; Bye +r2d6°? + r"sinddo | (5.6.8) 


h.. der isotrope Raum kann im Laufe der Zeit 


Dabei kann R von t abhängen, d. 
e Bedeu- 


expandieren oder kontrahieren. Zunächst wollen wir die geometrisch: 
tung des Robertson-Walker-Linienelements untersuchen. 
Für k = 0 ist (5.6.7) offenbar das Linienelement eines unendlich ausgedehn- 
ten Euklidischen Raumes. Die Schnitte d = r/2 sind Ebenen. 
Für k = 1 liegt (lokal) das Linienelement einer Hyperkugel vor. also einer 
dreidimensionalen Kugel, die in einem vierdimensionalen Euklidischen Raum 


Be a en 
25 Beweis etwa bei G. F.R. Ellis in R. Sachs (1971). Me = 
2&%/jr sehen hier von allen topologischen Fragen ab. Im Prinzip kann auch der Euklidi- 


sche Raum durch Periodizitätsforderungen (Beispiel: Normierungsvolumen der Quantenme- 
chanik!} endlich gemacht werden. Ebenso sind in den Fällen k= +1 andere topelogische 
Zusammenhänge („Clifford-Kleinsche Raumformen“) möglich. Siehe dazu M. Lachieze-Rey. 


J.-P. Luminet, Phys. Rep. 254, 135 (1995). 
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eingebettet werden kann (Übungsaufgabe). In r = 1 tritt eine Koordinatensin- 
gularität auf. die analog zu der Situation auf der 2-dimensionalen Kugelober- 
fläche ist. 


Abbildung 5.5: Koordinatensysteme auf der Kugel. 


Abbildung 5.5 zeigt zwei mögliche Koordinatensysteme auf der Kugel. In 
b} ist die Koordinate r (O<r< 1) so gewählt. daß der Umfang eines Kreises 
r = const. gerade 2#Rr wird. während in a) Polarkoordinaten auf der Kugel 
gewählt sind. Das Linienelement wird wegen r = sina 


2 

ds? = R’(sin?a do? + da?) = R? (7 +r? de) (5.6.9a, b) 

Auch in b) tritt die Singularität in r = 1 auf, die sich nun klar als Koordinaten- 
singularität erweist und in (5.6.93) nicht vorhanden ist. Ferner ist ersichtlich. 
daß zu einem Wert von r zwei Punkte der vollständigen Kugelfläche gehören. 
Der Vergleich von (5.6.9b) mit (5.6.7) zeigt. daß die Schnitte 8 = r/2 für 

k = 1 Kugeln mit Radius R sind, die den Schnittebenen des Modells mit k =0 

entsprechen. Diese Tatsache läßt vermuten, daß der Raum mit k = 1 endliches 

Volumen hat, und tatsächlich ist sein Gesamtvolumen durch 


1 ar =“ R3 
Er 2. 99-293 
2 fa | zz nei sind = ZrR (5.6.10) 


gegeben. wobei der Faktor 2 anzubringen war. weil wieder zu einem Wert von 
r<1 zwei Punkte der vollständigen Hyperkugel gehören. (5.6.7) ist daher für 
k = 1 das Linienelement eines endlich ausgedehnten, aber doch unbegrenzten 
Weltalls. Die Erkenntnis dieser Möglichkeit war eine der wesentlichsten Lei- 
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stungen der allgemeinen Relativitätstheorie””. 

Das endliche Volumen des Weltalls kann auch noch anders veranschaulicht 
werden. Schreiben wir das Linienelement (5.6.7) durch Einführung der Koor- 
dinater=sina.0<a< nr, in eine Form analog zu (5.6.9a) um: 


do? = R?{do? + sin?a (d0? + sin?9do°)] (5.6.11) 


so ist der Radius D einer Kugelschale um den Punkt a = O durch D = 
R I da = Ra gegeben. während die Oberfläche A der Kugelschale durch 


D 
A = InR? sin?a = 4nR? sin? ( :) (5.6.12) 


gegeben ist. Bei zunehmender Distanz D nimmt A zunächst bis zum maxi- 
malen Wert A = ArR? zu (für D = r/2: R), der wesentlich kleiner ist als 
die Oberfläche einer Kugel (A = x’R?) mit gleichem Radius im Euklidischen 
Raum. Für D > rR/2 nimmt A wieder ab, um schließlich für D = rR auf 
A = 0 abzusinken. 

Für k = _1 tritt keine Koordinatensingularität auf. und r erstreckt sich 
über den Bereich 0 < r < x. Die Fläche A einer Kugel mit Radius D kann 
auch hier zur Veranschaulichung der Geometrie herangezogen werden. Die Sub- 
stitution r = sinh a bringt (5.6.7) für k = —1 auf eine Form analog zu (5.6.11j 


do? = R? (da? +sinh’«a (d0? + sin?0do”)] . (5.6.13) 
Wieder ist D = Ra. aber 


A=4ıR? sin? (2) . (5.6.14) 


In Abbildung 5.6 ist A für k = +1,0 aufgetragen. Bu 

Die Abhängigkeit der Kugelfläche von der Entfernung kann im Prinzip zur 
empirischen Bestimmung der Konstanten k herangezogen werden. Dazu muß - 
erteilung und Helligkeit der Galaxien (die früher. 


bei Annahme gleichmäßiger V z : 
als sie optisch noch nicht aufgelöst werden konnten. als „Nebel” bezeichnet wur- 


den) - die Zahl der Galaxien als Funktion der scheinbaren Helligkeit ermittelt 


werden. Da der die Erde von einer Galaxis erreichende Strahlungsfluß 5 x R”’ 
hi von Galaxien V x R? mit Strah- 


ist und im Euklidischen Raum eine Anza i 
lungsfluß größer als 5 (Entfernung < R) zu erwarten ist. lassen Abweichungen 
von N x 5-32 auf k # 0 schließen. 

Die Fülle der notwendigen Korrekturen | 
dadurch bedingte Rotverschiebung. Evolutionseffekte etc.) hat jedoch 
EEE 


5glichkeit - völlig außerhalb des Rahmens der allgemeinen Re- 
K. Schwarzschild erwogen worden. 


Expansion des Universums und 
bisher 


27 Tatsächlich war diese M 
lativitätstheorie — bereits im Jahre 1900 von 
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Abbildung 5.6: Kugelfläche als Funktion des Radius für k = +1.0. 


die Bestimmung von k auf diesem Weg verhindert. obwohl das Beobachtungs- 
material. besonders über Radiogalaxien. umfangreich ist®®. 


Aufgaben 


1. Zeige. daß aus x = 0, = 0 die Form (5.6.6) des Linienelementes folgt. 


2. Im Hilfsraum R, mit Euklidischem bzw. \Minkowskischem Linienelement 


4 
do?’ = = dr? bzw. do? = N dr’ dır® 
i=1 


sei eine Sphäre bzw. Pseudosphäre durch Der=R? baw. nur, IK=R? 
gegeben. Zeige. daß ihr Linienelement durch (3.6.11, 13) bestimmt ist. 
Anleitung: Setze z, = R cos a. 23 = Rsinacosd. 22 = Rsinasin ocos®. 
x) = Rsinasin ® sind. bzw. cosn — cosh a. sina — sinha. 
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In den bisherigen Ü berlegungen wurden die Einsteinschen F: eldgleichungen noch 
nicht in ihren vollen Informationsgehalt ausgenutzt. Setzt man das Robertson- 
Walker-Linienelement (5.6.8) in die Feldgleichungen ein. so zeigt sich, daß die 
meisten identisch erfüllt sind und nur zwei Gleichungen übrigbleiben??: 


%Eine kritische Analyse der Dat 
P. A. Strittmatter. Comm. on Ast: 
Die Details dieser Rechnung 


en und Literaturangaben sind inK. Brecher, G. Burbidge, 
rophysics and Space Physics 3. 99 (1971) enthalten. 
sind im Kapitel 7 angegeben. 
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2 IR 92 R 
Kora=3. KD = - RR 2 
Diese beiden Differentialgleichungen reichen zusammen mit der Zustandsglei- 
chung aus. um pft), p(t). R{t) zu bestimmen. 
Multipliziert man (5.7.2) mit 3 und addiert das Resultat zu (5.7.1). so ergibt 
sich 


(5.7.1.2) 


6R 
a(dp+p) = 2A - RR (5.7.3) 


(5.7.3) stimmt mit der auf Friedmann-Modelle spezialisierten Raychaudhuri- 
Gleichung (5.5.11) und. für p = 0. auch mit der Newtonschen Gleichung (5.2.13) 
überein. wenn man den Erhaltungssatz oR? = const. berücksichtigt. 

Auch den (allerdings durch Druckterme modifizierten) Erhaltungssatz 
können wir aus (5.7.1.2) ableiten. Multiplizieren wir (5.7.1) mit R° und bil 
den die Zeitableitung. so wird 


k(pR?) = -MR®) + 3KR + IR? +ERRR. (5.7.9 
Multiplizieren von (5.7.2) mit ZRIR und Addition der entstehenden Gleichung 
zu (5.7.4) liefert dann 
d(pR?) + pd(R?) = 0 (5.7. 
also (5.5.13) 

Man könnte nun vermuten. daß die Feldgleichungen im Falle der Friedmann- 
Universen keine über die Raychaudhuri-Gleichung und den Erhaltungssatz 
Tr" = 0 hinausgehende Information liefern. Dies ist unrichtig, da die Kon- 
stante k in (5.7.1.2) enthalten ist. aber in den beiden Konsequenzen. die wir 
bisher aus den Gleichungen gezogen haben. k eliminiert wurde. Die Gleichun- 
gen müssen daher noch eine weitere Aussage enthalten. die eine Verknüpfung 
von Raumkrümmung k und zeitlicher Entwicklung des Universums bringt. Um 
dies einzusehen. schreiben wir (5.7.1) in der Form 


x :pR? 1 
R?- BER Er: zaR? =0. (5.7.6) 


Dies ist (unter Berücksichtigung von pR° = const.) genau (5.2.14). also der 
Energiesatz der Newtonschen Kosmologie. 

Die Raumstruktur wird durch R{t) und k bestimmt. wobei die Konstante 
k, die in der Newtonschen Kosmologie die Rolie der Energiedichte spielte. nun 
für den Raumtypus ausschlaggebend ist: Für k = 1 (negative Energiedichte) 
liegt ein räumlich geschlossenes. endliches Universum vor. für k = 0 ein unend- 
liches, Euklidisches und für k = -L ein negativ gekrümmtes. hyperbolisches 
Universum unendlicher Ausdehnung (positive Energiedichte im Newtonschen 


Fall). 
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Rt) ist der Krümmungsradius des Raumes. wie wir für k = l im vorigen 
Abschnitt gezeigt haben. und hat damit unmittelbar geometrische Bedeutung. 
Dies gilt auch für k = —1, während für k =0 Rit) nur rein kinematische 
Bedentung hat und wie in der Newtonschen Kosmologie willkürlich auf R(to) = 
l normiert werden kann?”. 

Die Lösungen von (5.7.1.2) lassen sich für p = 0 oder p = p/3 einfach dis- 
kutieren. Im ersteren Fall (inkohärente Materie) ist nach (5.5.15) p = M/R°. 
Diese Näherung ist für das jetzige Universum zulässig, in dem der Strahlungs- 
druck gegen p vernachlässigt werden kann. 

Die Näherung p = p/3 ist dagegen für das frühe. strahlungsdominierte Uni- 
versum zu verwenden. Nach (5.5.17) ist dann p = K/R*. wobei K eine Kon- 
stante ist. (5.7.1) wird dann 


N 1 

Be er De = 
:3 RRE 
R2 = SR +zAR?-k. p=oß. (5.7.8) 


Falls Materie und Strahlung nicht in Wechselwirkung stehen (so daß die ent- 
sprechenden Energie-Impuls-Tensoren separat erhalten sind). können wir die 
beiden obigen Möglichkeiten kombinieren und erhalten 


! | 
| 


«RK KM 1-25 a 
ae k+ zAR =: F{R). (5.7.9) 


Das Universum heißt strahlungsdominiert. falls der erste Term der rechten 
Seite der Friedmann-Gleichung (5.7.9) überwiegt: materiedominiert, wenn der 
‚M-Term vorherrscht: krümmungsdominiert. wenn k der größte Term ist: und 
schließlich dominiert bei Überwiegen des letzten Ausdrucks in (5.7.9) die 
Vakuumenergie. 


Für kleine R wird im allgemeinen ein strahlungsdominiertes Universum 
vorliegen. Wir können dann nähern 


3: «K ARK\* 
R? = zu; >R= (>) ı'/2, (5.7.10) 


während ein materiedominiertes Universum für kleine R ein Verhalten R x 12/3 
zeigt. Falls A £ 0. wird für große R dagegen stets der A-Term dominieren, da 
die Vakuumenergie proportional zum Volumen des Universums ist. 

(3.7.9) läßt sich für A # 0 durch elliptische Funktionen lösen. während 
für X = 0 elementare Funktionen ausreichen. Die wesentlichen Eigenschaften 


eh En a Be ae 
30 +- . B : 
Der Unterschied in der Normierung (k = +1.0 in der relativistischen Kosmologie, 


Me ' a Newtonschen Kosmologie kontinuierlich varliert) ist darauf zurückzuführen 
9) für k = 21 nicht mehr willkürlich auf 1 normiert werden kan, . da es unmit 2 
physikalische Bedeutung hat. E = en 
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von R{t) lassen sich jedoch auch für A # 0 aus (5.7.9) leicht ablesen. (Die 
Aufstellung einiger exakter Lösungen sei einer Übungsaufgabe vorbehalten.) 
Zunächst suchen wir nach statischen Lösungen von (5.7.7). Für diese ist 
R=R=0 und (5.7.3) bzw. (5.7.7) ergeben dann 


kp = 24, (5.7.11) 
«M 1, 
AR? = k. 5.7.12 
FR + 3 (5.7.12) 
Aus (5.7.11) folgt A > 0. und (5.7.12) hat daher nur für k = 1 eine Lösung: 
3 2 
ee = —. 5.T.L 
ann (5.7.13) 


(5.7.11) drückt die Gleichgewichtsbedingung für das Universum aus: Die An- 
ziehungskraft von p (es bewirkt R<0) muß die abstoßende Wirkung der (po- 
sitiven) kosmologischen Konstante genau kompensieren. Allerdings ist dieses 
geschlossene statische Einstein-Universum unstabil. Vergrößert man nämlich 
R virtuell. so nimmt p wegen oR? = const. ab. während A konstant bleibt. Die 
Abstoßung durch A dominiert damit und führt zur weiteren Vergrößerung von 
R. 

Die nichtstatischen Lösungen von (5.7.9) werden durch das Verhalten von 
F{R) bestimmt. Für A<0Oist F (R) für genügend große R stets negativ. 
Es gibt dann einen maximalen Radius A des Universums. der durch F{A)=0 
bestimmt ist. R{t) hat in diesen Fällen das in Abbildung 5.7 gezeigte Verhalten. 
k spielt keine wesentliche Rolle?!. 


RR) 


A<O, k=210 
A=0, k=1 


Abbildung 5.7: Lösungstyp der Friedmann-Gleichung für A<Ound\=0. 
k=1. 


Für A > 0 (und p > 0: für p = Ö siehe Aufgabe 1} ist eine Reihe von Fällen 
zu unterscheiden. die an dem Verhalten von F{R) (Abbildung 5.8) abgelesen 
werden können. 


PEDEIRIEEEEEEEEEEDEEREEENEBEEREEE en 
31Der Grund dafür ist. daß A < O eine dem Volumen des Universums proportionale Anzie- 
hung bewirkt. die stets zur Rekontraktion des Universums führt. 
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k=0,-1,A>0 
k=L,A>DA 


Abbildung 5.8: Die Fäle A>0.k=0.-+1. 


Während F{R) für k = -1,0 für alle Werte vonR positiv ist und daher 
ein von R = 0 bis R = x beständig expandierendes?? Universum vorliegt, 
gibt es für das endliche Universum k = 1 einen kritischen Wert A = Aa, 
für den F{R.) = dF/dR. = 0 ist. Dieser Wert entspricht gerade dem sta- 
tischen Einstein-Kosmos (da R?=F (R) und R = 3dF' /AR für ein statisches 
Universum beide gleich Null sein müssen). Fir A > A, liegt wieder ein un- 
beschränkt expandierendes Universum vor. während für A = A. außer dem 
statischen Einstein-Kosmos noch zwei expandierende (oder auch kontrahieren- 
de) Lösungen möglich sind, die sich der statischen Lösung von unten bzw. oben 
asymptotisch nähern (Abbildungen 5.9, 10, 11). 

Ein theoretisch interessanter Fall ist A = Ari +e), wobei e & 1. Die 
Lösung der Friedmann-Gleichung hat dann die in Abb. 5.12 gezeigte Form 
(Lemaitre-Universum). Durch Wahl eines sehr kleinen € kann die Expansion des 
Universums in einem Zeitpunkt fast gestoppt werden. wodurch die Zeitskala für 
die Expansion des Universums gedehnt wird. 

Für A = 0 läßt sich die Friedmann-Gleichung (5.7.7), wie erwähnt, durch 
elementare Funktionen lösen. Am einfachsten ist der Falk = 0 
de Sitter-Universum): 


1/3 
R2 = _. Re *) e/S (5.7.14) 


(Einstein- 


Die zeitgespiegelten (kontrahierenden} Lösungen von (5.7.9) sind auch möglich. 
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t 
u. t 


Abbildung 5.9: Lösungen für 
A=A.=4kM)?.k=1. 


Abbildung 5.10: Lösungen für k = 
1,0 <A<A.. 


A=A,lite, k=1 


[2 


Abbildung 5.11: Weitere Lösun- Abbildung 5.12: Lemaitre-Univer- 
gen der Friedmann-Gleichung. sum. 


Das flache. unendlich ausgedehnte Universum expandiert für alle f. 
Fürk=1,A=0 wird (5.7.7) gelöst durch 


2 arccos (1 — IR/A) - VAR—R?. (5.7.15) 
wobei A = s M/3 die maximale Ausdehnung des endlichen Universums angibt. 
Diese Ausdehnung R = A wird zur Zeit tm = mA/2 erreicht. während f = 0 
t = Mm das Ende (Kollaps) des Universums angibt. Die 


t= 


den Ursprung und 


Kurve (5.7.15) ist eine Zykloide, wie man am besten in einer Parameterdar- 
stellung sieht. Transformiert man nämlich das Linienelement (5.6.8) durch die 
Substitution 


dt = Rit)dr =: a{r)dr (5.7.16) 


auf die Form 
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ds? = a(r)(dr? - de?). (5.7.17) 
so folgt für k = 1 bei geeigneter Wahl der Integrationskonstante 
ar) = At-cosn), e= r-sinr). (5.7.18.19) 
also die bekannte Darstellung der Zykloide. 
Die in (5.7.17) hergeleitete, auch für k = -1.0 gültige Form des Robertson- 


Walker-Linienelements mit (5.6.11. 13) hat den Vorteil. daß Weltlinien radialer 
Lichtstrahlen (d6 = dö = 0) einfach durch dr = +da bestimmt sind (für k = 0 
ist a =r). Der Lichtkegel nimmt im r-a-Diagramm die gewohnte Form an. was 
die Behandlung von Kausalitätsproblemen erleichtert (siehe Abschnitt 5.9). 


Für k = —1 läßt sich die Lösung der Friedmann-Gleichung in den beiden 
Formen 


2 
t= VRIA+R) - Far coch (' + r) (5.7.20) 


A 


oder 


ar)= © (coshr -1l t= einhr -r) (5.7.21, 22) 


angeben. Das Universum expandiert für alle t. wie es auch die Analogie einer 
Newtonschen Kosmologie mit positiver Energiedichte fordert. 

Um die Feldgleichungen schließlich auf eine für den Vergleich mit dem Expe- 
riment geeignete Form zu bringen. führen wir die Hubble-Konstante Hy (siehe 
(5.2.5)) und den (dimensionslosen) Akzelerationsparameter?3 go ein: 


Hy = “, u Roro 
Ro R? 

90 gibt an. ob die Kurve R{t) bei to nach oben (go < 0) oder unten (go > 0) 
gekrümmt ist. Für go > 0 verlangsamt sich die Expansion, was bei A < 0 
stets zutrifft. Die Bedeutung von Hy! als Subtangente der Kurve bei ty ist in 
Abbildung 5.13 gezeigt. aus der hervorgeht, daß das Hubble-Alter T, = H,' 
für A< 0 (m > 0) stets größer als das Alter ty des Universums ist. Ein zu 
kleiner Wert dafür kann also in diesem Fall zu Schwierigkeiten mit unabhängig 
bestimmten unteren Schranken für to (etwa aus Altersbestimmungen an Ku- 
geisternhaufen) führen. (Die derzeitigen Daten deuten aber auf Akzeleration. 
%<P0, kin. su.) 


Auch die Materiedichte Po des Universums kann durch einen dimensionslo- 
sen Parameter (},, ausgedrückt werden: 


(5.7.23) 


Sowohl H als auch g sind Funktionen der Zeit, der Index 0 zeigt an, daß sie zum ge 
genwärtigen Zeitpunkt betrachtet werden: die Vorzeichenkonvention entstammt einer Zeit. 
in der man den Beobachtungsdaten Ro <. OD zu entnehmen glaubte. 
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Abbildung 5.13: Physikalische Bedeutung von Ho. 


Om := Kpo/3H)- (5.7.24) 


Ein analoger Parameter wäre auch für den Druck po einzuführen. doch können 
wir wegen po & po in guter Näherung po = 0 setzen. Ebenso bilden wir aus 
der der kosmologischen Konstanten A entsprechenden Dichte A/r (vgl. (5.5.3) 
die dimensionslose (aber zeitabhängige) Größe AR?/3R?, deren Wert zum jet- 
zigen Zeitpunkt to wir mit (4 bezeichnen. Dann erhalten wir nach einfachen 
algebraischen Umformungen aus (5.7.1.2.3) die Gleichungen 


50m — go = A/3H9 =: On. (5.7.25: 
Som -g-1=k/HIR). (5.7.26) 
Om +Na -1=k/HIRS: (5.7.27) 


Mittels dieser Gleichungen sind die das zutreffende kosmologische Modell be- 
stimmenden Größen A und k/RZ (Raumkrümmung) aus Meßdaten für Om. 
Ho, go im Prinzip zu berechnen. Die Bestimmung der letzten beiden soll im 
nächsten Abschnitt erörtert werden; neben Ho \. (5.2.3). ergeben neuere Beob- 
achtungen (ab 1997) 


95 -0.5. (5.7.28) 


es liegt also anscheinend eine (seit ca. 6- 10° Jahren) beschleunigte Expansion 
entsprechend Abbildung 5.11 (obere Kurve) oder 5.12 vor. wie sie nur mit A > O 
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möglich ist. Im Gegensatz zu Abb. 5.13 ist daher das Universum älter als das 
Hubble-Alter. Die noch immer vorhandenen Unsicherheiten in der direkten 
Bestimmung von Ha und g6 haben dazu geführt. auch indirekte Methoden 
anzuwenden. die mehr physikalische Details und Modellannahmen verwenden: 
es ist ermutigend. daß sich die Resultate einander annähern. 

Auch eine direkte Bestimmung von 0, wäre mit großen Unsicherheiten be- 
haftet: abgesehen von der (heute) sichtbaren Materie könnte - und muß. wie 
sich aus dem scheinbar nicht-Keplerischen Verhalten der Umlaufbewegung von 
Sternen in Galaxien ergibt - es noch weitere. unsichtbare Materie (dark mat- 
ter“)?? geben. Wieder bringt hier eine indirekte Bestimmungsmethode eine we- 
sentliche Verbesserung der Situation: aus neueren Messungen (Daten seit 2000) 
der Anisotropie der Temperatur der Hintergrundstrahlung. die nach Abzug des 
schon erwähnten Einflusses der Erdbewegung noch übrigbleibt. zusammen mit 
theoretischen Überlegungen über deren Zustandekommen (aus Dichteschwan- 
kungen im Plasma vor dem Abkoppeln der Strahlung) läßt sich die Aussage 


Omt+Drz1 (5.7.29) 


gewinnen. Gemäß (5.7.27) bedeutet dies ein sehr schwach gekrümmtes Univer- 
sum. verträglich mit der Annahme k = 0. (Weiter verbesserte Daten sind ab 
2003 vom Satelliten MAP zu erwarten.) Die Aufteilung zwischen Q,, und Qı 
ergibt sich aus (5.7.25.28.29). wobei der Wert N. x 1 /3 auch durch andere. 
unabhängige Argumente. welche z.B. die gröbsten Abweichungen der Materie- 
verteilung von der Homogenität („large scale structure“) und ihre theoretische 
Modellierung benützen, gestützt wird. 

Diese neuen Werte der kosmischen Parameter haben eine vollständige Re- 
vision des möglichen kosmologischen Modells gebracht: ein nahezu flaches, be- 
schleunigt und unbegrenzt expandierendes Universum. wesentlich dominiert 
von der kosmologischen Konstanten (oder allgemeiner von „dunkler Energie”. 
„dark energy”°®, wie man sie auch durch ein geeignetes dynamisches Feld ähn- 
licher Auswirkung - positive Energiedichte, aber negativer Druck - zu ersetzen 
versucht: „Quintessenz“), aber mit einem Materieanteil, der nur zu einem klei- 
nen Bruchteil aus heute bekannter oder gar sichtbarer Materie besteht. Denn 
letztere gibt nur etwa den Anteil Rris = 0,005: sie gehört zu dem Anteil, der 
aus Baryonen besteht und insgesamt etwa 2g = 0,04 ausmacht: der davon 
nicht sichtbare Anteil} ist für Vorstellungen zur Kernsynthese im frühesten Uni- 
versum nötig. (Die Anteile der Photonen und Neutrinos, „hot dark matter“. 
2, = 10° und Q, < Qg wurden vernachlässigt.) Der auf Q,, fehlende Re- 
stanteil 2, dunkle Materie („cold dark matter“) ist ihrer Natur nach derzeit 
unbekannt und Gegenstand zahlreicher Spekulationen. (N ,,.a entsprechen in 
gewissem Sinn den vier „Essenzen“ antiker Vorstellungen, zu denen die oben 
erwähnte „Quintessenz“ hinzugefügt wird.) 


3 Möglichkeiten dafür sind in Cline (2001) ausführlich diskutiert. 
BSjehe Cine (2001). 
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Über die experimentellen Techniken hinaus wichtig für den Fortschritt. der 
zu den neuen Werten der kosmologischen Parameter geführt hat, war es. wie 
sich aus den vorstehenden Andeutungen ergibt. daß nicht nur das geometri- 
sche kosmologische Modell zusammen mit dem primitivsten Materiemodell 
(ideale Flüssigkeit) betrachtet wird. Es sind die detaillierten Vorstellungen 
über die „Materieeinfüllung” und deren Entwicklung unter Berücksichtigung 
aller Kenntnisse aus Elementarteilchen-, Kern-, statistischer Physik etc. so- 
wie Berücksichtigung auch lokaler Gravitationseffekte (Klumpungen, Linsen- 
wirkung. ...). die auf ihre Abhängigkeit von den kosmologischen Parametern 
untersucht werden und vielfach zu unabhängigen, wenn auch oft stark mo- 
dellabhängigen Bestimmungen der Parameter aus Meßdaten führen. Die ge- 
genwärtige Situation ist durch die „Konvergenz“ der Werte aus solchen un- 
abhängigen Bestimmungsmethoden und die umgekehrt dadurch bedingte Kon- 
vergenz der Vorstellungen und Modelle ermutigend. 

Es fällt auf, daß die meisten Lösungen von (5.7.9) die Singularität R = 0 
enthalten: Druck. Dichte und Geometrie sind dort singulär. Nur die Modelle 
mitk=10<A< A. gestatten auch Lösungen ohne diese Singularität. Ur- 
sprünglich war man der Meinung. diese Singularität sei unphysikalisch in dem 
Sinn. daß sie ein Artefakt der hohen Symmetrie der isotropen Modelle sei. wel- 
che die „Teilchen“ (im rückläufigen Zeitsinn) auf einen Punkt fokussiert. Nach 
1965 stellte sich aber im Gefolge einer bahnbrechenden Arbeit von R. Penrose 
heraus’®, daß für A < 0 unter einigen sehr allgemeinen qualitativen Annahmen 
(darunter p > 0. 0 > 0) ganz im Gegenteil eine kosmologische Anfangssingula- 
rität bei Vernachlässigung von Quanteneffekten eine unvermeidliche generische 
Konsequenz der Einsteinschen Feldgleichungen ist. die nur in ihrer detaillier- 
ten Struktur von etwaigen Symmetrien geprägt ist. Man bezeichnet sie als den 


Urknall („Big Bang“). 


Aufgaben 


1. Löse die Friedmann-Gleichungen (5.7.6) für p = 0. d.h. es sei nur 
Vakuum-Energie vorhanden. Zeige. daß dann die Raum-Zeit von konstanter 
Krümmung ist. Wie hängt diese mit A zusammen? Das Ergebnis bedeu- 
tet im Falle A > 0 insbesondere, daß die Raum-Zeit-Geometrie für alle 
drei Fälle k = +1,0 bei gleichem A die gleiche ist. ihre hohe Symme- 
trie es aber ermöglicht. auf drei verschiedene Arten raumartige Schnitte 
durchzulegen. die konstante Krümmung besitzen. Wegen weiterer Diskussi- 
on dieser de Sitter-Modelle siehe z. B.: Tolman (1934). Schrödinger (1956). 
Heckmann & Schücking in Witten (1962): der Fallk = 0 spielte früher 

„steady state*-Modell und spielt heute in Spekulationen über eine 


im Sog. i iR 
. d.h.. exponentiell rasch expandierende Frühphase des Uni 


„inflationäre” 


36yg}, dazu R. Penrose in DeWitt & Wheeler (1968): Hawking & Ellis (1973) sowie die 
einschlägigen Artikel in Held (1980). Vol. I, und Hawking & Israel (1979). 
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versums (vgl. Goenner 1964) eine Rolle. - Untersuche auch den Fall des 
Anti-deSitter-Universums A < 0 und des \ilne-Modells A = 0! 


2. Löse die Friellmann-Gleichung (5.7.8) für A = 0 in den (5.7.10) ergänzenden 
Fällen k = +1. Um welche Kurven handelt es sich in den 3 Fällen bei R(t)? 
Löse auch (5.7.9) für A = 0. Vergleiche in jedem Fall mit den qualitativen 
Resultaten im Text. 


3. Löse (5.7.7.8) für k =D, aber A > O und A < 0. Vergleiche auch hier mit 
den qualitativen Resultaten. 


5.8 Friedmann-Universum IV: 
Die Rotverschiebungs-Entfernungsrelation 


In diesem Abschnitt kommen wir zum wichtigsten experimentellen Test der 
Friedmann-Modelle. zur Rotverschiebungs-Entfernungsrelation. aus der im 
Prinzip go und damit (falls A = 0) die räumliche Krümmung des Universums 
bestimmt werden kann. Die Rotverschiebungs-Entfernungsrelation kann unter 
sehr allgemeinen Bedingungen hergeleitet werden. Der größeren Übersichtlich- 
keit halber geben wir hier die einfachste Ableitung an. Der Beobachter (Erde) 
sei in r = 0 plaziert. das Licht einer entfernten Galaxis bewegt sich radial auf 
ihn zu, wobei wir die Näherung der geometrischen Optik verwenden. Wie in 
Abschnitt 4.2 haben wir bei Benützung der Gestalt (5.7.17) des Linienelements 


vı_ As; aln)Aro, 


vn Ası afn)Arn es) 


um aber mit der bisherigen Bezeichnung to = heutiger Zeitpunkt = Empfangs- 
zeit bir =0in Übereinstimmung zu bleiben. sei also tı hier die Zeit der 
Lichtaussendung durch die Galaxis bei r = rı: Tg. rı und oo = 0, aı seien 
die entsprechenden Werte der Koordinaten r. a. Wie schon früher bemerkt. 
sind die radial einlaufenden Lichtstrahlen durch r+a = const. gegeben - wenn 
also ein solcher Strahl von (rı. @ı) nach (79.09) führt. so führt auch einer von 


(rı + Arı.aı) nach (To + Aro.ao). falls Ary = Arı. Daher erhalten wir aus 
(5.8.1) mit A:= to —tı 


14, a _n_am) R)_ Ro 

Ah ww alı) Ri) Rio-A)' 
Die Wellenlängen bei Empfang und Aussendung verhalten sich daher so wie 
die Weltradien R zu den entsprechenden Zeiten. Wegen der Expansion des 
Universums tritt also eine Rotverschiebung ein, die üblicherweise durch die 
Größe z = AA/A ausgedrückt wird. (5.8.2) ist eine exakte Relation, deren 


Zusammenhang mit dem thermischen Verhalten von Strahlung bei Expansion 
offensichtlich ist. 


(5.8.2) 
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Unsere nächste Aufgabe ist es nun. das Verhältnis (5.8.2) durch bekannte 
Größen auszudrücken. Dazu führen wir zunächst die derzeitige Entfernung D = 
Roaı der betrachteten Galaxis von uns ein (also nicht die Entfernung zur Zeit 
der Lichtaussendung): es ist 


D=R R )=R ee dt (5.8.3) 

= Roaı = n-n)= —= ——— dt. 5.8. 
MED TITIO).R JR 

Eliminieren wir nun A aus (5.8.2) zugunsten von D. erhalten wir die gewünsch- 

te Rotverschiebungs-Entfernungsrelation. Explizit ist das allerdings ohne Spe- 

zifizierung von R (vgl. die Übungsaufgabe) nur näherungsweise möglich. Die 


Taylorentwicklung 


Rlto-)=Ro-tRo+ ER Ro (i IH, sa) 5.8.4) 
führt zu 
I+z=1+ MA+ (2 +1) H2a? 5.8.5) 
und 
DzA+ 5 HoA? (5.8.6) 
t der Umkehrung 
A=D- SR (5.3.7 


ergibt die Rotverschiebungs-Entfernungsrelation 


D?H3 | 2 
2x HoD/e+ gt @). (5.8.8) 


ren Einsetzung in (5.8.5) 


2 


| 


(5.8.8) enthält einen linearen Term x Ho i 
Hubble-Konstante verifiziert ist) und einen nic 
gu abhängt. RR 
(5.8.8) ist allerdings nicht direkt experimentell verifizierbar. da D selbst 
nicht bestimmt werden kann, sondern nur die scheinbare Helligkeit ! einer Ga- 
laxis. Letztere hängt mit der absoluten Leuchtkraft Z einer Galaxis durch 


wodurch die Deutung von Ho als 
htlinearen Term x D?. der von 


_ L 
 4rD?2(i+ 2)? 


(5.3.9) 


I 
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zusammen, wobei die Frage der Einheiten von L im weiteren nicht von Bedeu- 
tung sein wird. (5.8.9) folgt daraus, daß die Lichtstrahlen. die von der Quelle 
ausgehen. zum Zeitpunkt des Empfanges eine Kugel mit Fläche 4 D? bilden?” 
die von der Quelle ausgehenden Photonen rotverschoben sind (Energie pro Pho- 
ton um (1+ 2)! verringert) und wegen der Expansion ferner das Zeitintervall 
zwischen dem Eintreffen der einzelnen Photonen um 1+z verlängert wird. Die 
in der Astronomie übliche Helligkeitseinheit ist die Größenklasse rn. die mit der 
scheinbaren Helligkeit ! nach 


m = const. — 2.51gl (5.8.10) 


zusammenhängt, so daß 


m = const.— 2, 5lgL+51gll+z)+51gZ (5.8.11) 
Elimination von D aus (5.8.8) und (5.8.11) ergibt 


LH? z 
m = const. — 2.51g Hell +2)+5lglz[i- SH )]} 


oder, für kleine x 


2 
m const. — 2.51g 7 
wobei 1.086 = 2.5/ In 10. 

Kennt man L. so kann man aus einem m-Ig z-Diagramm (Abbildung 5.14) 
die Hubble-Konstante H, und (aus der Abweichung der Kurve von der Gera- 
den) gu ablesen. Dabei wird angenommen, daß L eine Konstante unabhängig 
von z ist. 

Aus der Unkenntnis von Z resultiert die große Unsicherheit in der Bestim- 
mung der Hubble-Konstanten Ho. Abbildung 5.14 zeigt ein von Sandage®® ange- 
gebenes Diagramm. Die Auswertung neuerer Messungen (ermöglicht u.a. durch 
das Hubble Space Telescope) an Einzelobjekten anstatt Galaxien, nämlich an 
sog. Supernovae vom Typ Ia, bei denen die zu machenden Annahmen über Z 
weniger problematisch sind, liefert die schon zitierten Werte für H, und . 
{Da die Rotverschiebungen dieser Objekte zu groß sind. als daß die in unserer 
Herleitung von (5.8.12) gemachten Näherungen noch zuträfen, ist statt ihrer 
eine numerische Behandlung erforderlich.) 


+5lgz+1,086(1 — g0)z, (5.8.12) 


Sen. x . = 5 . B 
Fürkz gi dies nicht streng richtig. Die Oberfläche einer Kugel mit Radius D weicht 
abet von inD aur um einen Term der Ordnung D* ab, der vernachlässigt werden kann. 
"Nach A. Sandage. Astrophys. J. 178, I (1972). 
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Abbildung 5.14: Die Rotverschiebungs-Entfernungsrelation. Als Ordinate ist 
lgcz. als Abszisse m für die jeweils hellste Galaxis von 84 Haufen aufgetragen. 


Aufgabe 


Bestimme die exakte Gestalt der Rotverschiebungs-Entfernungsrelation für 
das Einstein-de Sitter-Modell (5.7.14) und vergleiche mit der Näherungsformel 


(5.8.8)! 


5.9 Das frühe Universum 


Die Untersuchung der Vorgänge nach dem Urknall hat sich in den letzten Jahren 

als eine der fruchtbarsten Arbeitsrichtungen der Kosmologie gewiesen! deren 

wichtigste Resultate und Probleme wir hier kurz skizzieren wollen i 
edınann-Modell aus. so vereinfacht sich für R < 


Gehen wir von einem Fri ; ei 
10-3R, die Friedmann-Gleichung (5.7.9) beträchtlich. da das Universum dann 


a . £ -_ 4 _ ni 
strahlungsdominiert ist. Nach (5.7.10) gilt dann wegen RK = PR’ = Pas R3 


39 Eine elementare, aber dennoch genaue Darstellung gibt S. Weinberg (1380). 
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(pa = 45: 10 ®°g/em? ist die gegenwärtige Massendichte der Strahlung) 
1/2 
R 1/4 1/2 t 12 
Baer A Pe Bien R 5.9.1) 
R, (46ps,/3) ? ( 
wobei 
ts := (Anp,,/3) 7? = 3.1 101°s = 10"? Jahre. (5.9.2) 


Die wichtigsten Größen verhalten sich daher für R < 10 Ra (t < 10% Jahre) 
wie folst: 


Rot ger. el” (8) (5.9.3) 
ae TR a n(%) NE) 
Diese Relationen gestatten es, verschiedene Epochen in der Entwicklung des 

Universums zu unterscheiden, die in Tabelle 5.1 angegeben sind. 

Die erste Spalte der Tabelle gibt das Weltalter an. die zweite Spalte den 
jeweiligen Radius R. den der heute sichtbare Teil des Universums (Ro x 10!° 
Lichtjahre) hatte. Die dritte und vierte Spalte enthalten die Temperatur und 
mittlere Dichte des Universums, und in der fünften Spalte ist schließlich der 
Welthorizont angegeben. d.h. die Entfernung D. auf die eine kausale Verbin- 
dung im Universum möglich war (für Abstände D > D überschreitet die Ex- 
pansionsgeschwindigkeit die Lichtgeschwindigkeit, siehe unten). 

Die wichtigste Tabelleneintragung ist zunächst die Temperatur, da sie 
die physikalischen Vorgänge im Verlauf der Expansion am meisten beein- 
flußt. Wenn die thermische Energie k37 die zweifache Ruhenergie mc? ei- 
nes Flementarteilchens überschreitet, so sind Teilchen-Antiteilchenpaare in der 
thermischen Strahlung enthalten. Für T > 10!°K (kgT = 1MeV) treten 
zunächst Elektron-Positronpaare auf. dann andere Leptonen. Mesonen und für 
T > 10'?K schließlich Baryon-Antibaryonpaare. 

Kurz (t < 107?) nach dem Urknall war das Universum demnach von einem 
Materie- Antimateriegemisch erfüllt. das im thermischen Gleichgewicht von Er- 
zeugung und Vernichtung alle Arten von Elementarteilchen enthielt. Bei der 
allmählichen Abkühlung unter 7 = 10!?K kam es zur Vernichtung von Hadro- 
nenpaaren. wobei die Dichte der Materie unter die von Kernmaterie sank. 

Hier ergibt sich eine Problematik. die derzeit Gegenstand intensiver Un- 
tersuchungen ist: Die einfachste Annahme über die Baryonenzahl B des Uni- 
versums. nämlich B = 0 und zeitunabhängig. wird durch die Beobachtungen 
zumindest nicht unterstützt, da diese auf einen verschwindend geringen Anti- 
materieanteil in unserer Galaxis hinweisen. Natürlich ist es denkbar, daß den- 
noch ein wesentlicher Teil des Kosmos (andere Galaxien oder Galaxienhaufen) 
von Antimaterie erfüllt ist. In letzter Zeit wurden jedoch in der Elementar- 
teilchenphysik theoretische Modelle entwickelt, die die Baryonenzahlerhaltung 
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Zeit 


Tabelle 5.1: Epochen der Kosmologie 


Riem) 


T(K) 


p(g/cm®) Dicm) Wesentliche physi- 


kalische Vorgänge 


10'° Jahre 


10°® 


2.7 


10-39 


1023 


Entstehung der Sterne. 
Galaxien, 
Materie dominiert 


10° Jahre 


10 


3:10° 


10-2 


10% 


Entkopplung 
von Strahlung 
und Materie 


Zeitalter der Strahlung 


2-10°s 


107° 


3: 10° 


10? 


10: 


Kernreaktionen, 
Entstehung der 
leichten Elemente 


2s 


3.1018 


101 


10H 


Leptonenpaare in 
der thermischen 
Strahlung 


10”*s 


10365 


3.1016 


10'? 


1018 


10% 


Hadronen in 
der thermischen 
Strahlung 


1028 


Nichterhaltung der 
Baryonenzahl? 


Teilchenerzeugung 
durchs Schwerefeld? 


10-*s 


10% 


Quanteneffekte der 
Gravitation? 
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verletzen und für das heutige Verhältnis von Photonen- zu Baryonenzahl im 
Universum einen Wert von 109*! liefern. Dieser Wert stimmt tatsächlich mit 
den Meßdaten der kosmischen Hintergrundstrahlung und der Massendichte des 
Universums überein, wenn man voraussetzt. daß letztere überwiegend von \Ma- 
terie (und nicht Antimaterie) herrührt. 

Wir können hier auf diese theoretischen Modelle (.Grand Unified Theo- 
ries"P) nicht näher eingehen. sondern erwähnen nur. daß es sich dabei um 
vereinheitlichte Eichtheorien (siehe die Einleitung zu Kapitel 11) aller nichtgra- 
vischen (starken, schwachen. elektromagnetischen) Wechselwirkungen handelt. 
Eine Abweichung von B = 0 erfolgt erst zu T < 10°®K durch das Zusam- 
menspiel folgender Faktoren!!: 1. Existenz eines die Baryonenzahlerhaltung 
verletzenden Prozesses (Zerfall von Higgs-Bosonen). 2. Existenz einer Teilchen- 
Antiteilchen- Asymmetrie (C- und T- (oder CP-)Verletzung). 3. Verlassen des 
thermischen Gleichgewichts (Zerfall erst zu einer Zeit. zu der die Zerfallsrate 
größer ist als die Expansionsrate des Universums). Eine ausführliche Darstel- 
lung dieser Aspekte des frühen Universums findet man etwa in Kolb & Turner 
(1990). Börner (1992). Linde (1993). Goenner (1994). 

Noch weitergehende Spekulationen? versuchen. auch den Entstehungspro- 
zeß von Materie und Antimaterie auf Erzeugungsprozesse in einer noch früheren 
Phase des Universums zurückzuführen. Zudem ist anzunehmen. daß für Zeiten 
t<t, = (Ghe”?)\/2 S 1045 („Planck-Zeit”) Quanteneflekte der Gravitation 
selbst eine dominierende Rolle spielen. 

Nach diesen Spekulationen über die allererste Entwicklungsphase des Uni- 
versums wollen wir nochmals anhand der Tabelle die Geschichte des Kosmos in 
ihrer natürlichen Reihenfolge durchlaufen. Für t > 10? sinkt die Temperatur 
unter 10'?K ab. Baryonen und Antibaryonen vernichten einander (zumindest 
teilweise). Leptonenpaare bleiben bis zu t = 2 in der Strahlung erhalten. 

Für t <2-10°s finden Kernreaktionen statt. da die Temperaturen 3-10°K 
überschreiten. Numerische Rechnungen zeigen, daß in der zur Verfügung 
stehenden Zeitspanne allerdings nur die leichten Elemente erzeugt werden 
können?? (Abbildung 5.15). Die Entstehung der schwereren Elemente dürfte 
dagegen in verschiedenen Phasen der Sternentwicklung (Nova-Ausbrüche etc.) 
viel später in der Geschichte des Universums stattgefunden haben. 

In der folgenden Epoche dominiert die Strahlung weiter. bis schließlich für 
t = 106 Jahre Strahlung und Materie etwa gleiche Dichte erreichen. Zugleich 
fällt die Temperatur auf 7 =3.103K ab, so daß in der Folge Wasserstoff nicht 
mehr ionisiert ist und das Universum für die Photonen der thermischen Strah- 


Siehe die einschlägigen Artikel in Ferrara, Ellis & van Nieuwenhuizen (1980). 
Weinberg, Phys. Rev. Lett. 42, 850 (1979). 
R. Sexl. H, Urbantke. Acta Phys. Austr. 26, 339 (1967): Phys. Rev. 179. 1247 (1969): L. 
Be Phys. Rev. 183, 1057 (1969): Artikel in Esposito & Witten { 1977). 
= a (3.5.6) zeigt allerdings. daß der zeitliche Verlauf der Expansion wesentlich durch e und 
= beeinflußt wird. Falls das frühe Universum nicht durch ein Friedmann-Modell beschrieben 
werden kann. ändern sich daher die hier gemachten Voraussagen. 
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Abbildung 5.15: Häufigkeit chemischer Elemente als Funktion der Zeit** 


lung praktisch transparent ist. Entkopplung von Strahlung und Materie tritt 
ein, und beide folgen von da an unabhängigen Gesetzen der Temperaturent- 
wicklung. so daß im weiteren auch die Materieverteilung keinen Einfluß mehr 
auf die Strahlung haben kann. 

Hier ergibt sich ein wesentliches Problem, das überraschenderweise aus der 
fast vollkommenen Isotropie der kosmischen Hintergrundstrahlung resultiert. 
Tabelle 5.1 zeigt nämlich. daß der heute sichtbare Teil des Universums. aus dem 
auch die Hintergrundstrahlung stammt. zur Zeit der Freisetzung der Strahlung 
einen Radius von etwa 102°cm hatte. Licht kann aber in der vom Urknall bis 
zur Freisetzung der Strahlung zur Verfügung stehenden Zeit nur die Strecke 
ct x 10°! cm zurückgelegt haben. Zum Zeitpunkt der Entstehung der Strah- 
lung hatte daher ein großer Teil des heute sichtbaren Universums noch keine 
kausale Verbindung. so daß es unverständlich ist. wieso die aus diesen Tei- 
len des Universums stammende Strahlung mit so großer Präzision das gleiche 


Spektrum aufweist. = i 5 - 
Um dies näher zu begründen. müssen wir zunächst den Begriff des Welthori- 


zonts erläutern. Dazu gehen wir von dem einfachen Modell IE 17 - 19) aus. Für 
die von einem beliebigen Punkt radial ausgehenden Weltlinien (d9 = do = 0) 
gilt 
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ds? = a?(r)(dr? - da?), 
3.9.4 

A ( ) 

3 


ar)= Z(l-cosr), O<t<2r. 0<acıe. 

In Abbildung 5.16 ist das Weltmodell durch die (r.a)-Ebene repräsentiert. in 
der Lichtstrahlen wie in der speziellen Relativitätstheorie Gerade von +45° 
Neigung sind. In der Abbildung ist die Weltlinie (Geodätische) einer Galaxie 
eingezeichnet. die in a = r/2 ruht. Ferner sind strichliert die Weltlinien ande- 
rer Galaxien eingetragen. In Punkt A sind von der betrachteten Weltlinie aus 
erst einige wenige andere Galaxien sichtbar geworden. während die meisten 
wegen der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes für einen Beob- 
achter in a = w/2 unentdeckbar sind. Große Teile des Universums sind dann 
noch nicht kausal verbunden. da die Expansionsgeschwindigkeit des Univer- 
sums, global gesehen, ein Vielfaches der Lichtgeschwindigkeit beträgt. Wenn 
wir diesen Zeitpunkt mit dem der Freisetzung der kosmischen Hintergrund- 
strahlung identifizieren. so zeigt sich. daß in B Strahlung von Ereignissen A, 
und A, empfangen wird. die zur Zeit der Freisetzung der Strahlung in keiner 
kausalen Relation standen. Es muß daher als ungeheurer Zufall erscheinen. daß 


die Strahlungstemperatur aus Richtung Aı die gleiche ist wie die aus Richtung 
Aa. 


1s 


PT 


Abbildung 5.16: Zur Definition von Horizonten. 


Mehrere Erklärungsversuche wurden für dieses Phänomen vorgebracht. Die 
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Spekulationen handeln zum Teil von starken Abweichungen von isotropen Uni- 
versen zu frühen Zeiten. wie im Mixrmaster-Universum oder chaotischen Uni- 
versum®?: am populärsten ist derzeit das inflationäre Universum*® mit seinem 
starken Bezug zu den erwähnten „Grand Unified Theories“ der Teilchenphysik 
(siehe dazu auch Kolb & Turner (1990), Börner (1992). Linde (1993). Goen- 
ner (1994). Coles & Lucchin (1995)). Interessant ist die hier zum Ausdruck 
kommende Tendenz. die üblicherweise in dynamischen Theorien experimentell 
vorzugebenden oder der Beobachtung zu entnehmenden Anfangsbedingungen 
erklären zu wollen. In diesem Zusammenhang ist auch das sogenannte anthro- 
pische Prinzip zu erwähnen, gemäß welchem die Anfangsbedingungen schon 
dadurch eingeschränkt sind. daß die Evolution die Entwicklung intelligenten 
Lebens (d.h. des beobachtenden und theorienbildenden Menschen) ermögli- 
chen sollte (siehe dazu Barrow & Tipler (1986)). 

Wir wollen hier abschließend noch die weiteren Kausalrelationen in dem 
Modelluniversum verfolgen. In C' wird das ganze Universum überschaubar. 
wie man durch Vergleich mit C” sieht. zu einem späteren Zeitpunkt D wer- 
den verschiedene Galaxien sogar aus beiden Richtungen sichtbar (Licht um- 
kreist das Universum). In E' kollabiert schließlich das Universum. so daß das 
hier betrachtete Teilchen (Beobachter) niemals Kenntnisse von Ereignissen ha- 
ben kann, die in den beiden schrafhierten Regionen stattfinden. Ein derartiges 
Phänomen nennt man .Ereignishorizont“. Weitere Literatur über verschiedene 
Horizonttypen und ihr Auftreten in Weltmodellen enthält ein ausgezeichneter 


Überblicksartikel von W. Rindler””. 


Aufgabe 


Wie sieht (5.9.4) und das Abbildung 5.16 entsprechende Diagramm für die 
Lösung von (5.7.8) mit A=0.k= +1 aus? (Vgl. Aufgabe 2 von Abschnitt 


5.7). 


(Mixmastermodell). P. J.E. Peebles. Com- 


SCW Mi ; ; 19 (1969 
C.W. Misner, Phys. Rev. 186, 1319 (16 auch die Artikel von Zeldovich und Penrose 


ments Astrophys. Space Phys. IV. 53 (1972): vol. 
in Hawking & Israel (1979). 

45A.D. Linde, Spektrum d. Wiss.. Jan. 1995, p- 32 

47. Rindler. Monthly Not. Roy. Astr. Soc. 116. 662 (1965). 


Kapitel 6 
Gravitationswellen 


Im Abschnitt 3.2 haben wir gesehen. daß die linearisierten Feldgleichungen der 
Gravitation bei geeigneter Koordinatenwahl entkoppelt werden können. Jede 
der Komponenten 1, genügt dann in materiefreien Gebieten der Wellenglei- 
chung 


b=(, 


genau wie im elektromagnetischen Fall. Diese Gleichung hat Lösungen, die 

man bei der Maxwellschen Theorie als Strahlung bezeichnet. Die Spezifizierung _ 

strahlungsartiger Lösungen erfolgt dabei in mehrfacher Art: 

1) durch das Verhalten der Feldstärken im Unendlichen (1/r statt 1/r_ wie bei _ 
statischen Feldern), 


2) durch die Existenz einer Energieströmung, 


3) durch den Zusammenhang des Strahlungsfeldes mit seinen Quellen (Ener- 


gieverlust im „Antennensystem“ } 


Welche Lösungen der Vakuurmgleichungen Div = 0 bzw. Gx = 0 entsprechen 
nun der Gravitationsstrahlung”? Die obigen Kriterien 1) und 2) lassen sich nicht 
ohne weiteres übertragen. da für das Gıravitationsfel j F lstä 
und Energiebegriff zur Verfügung stehen. Das hängt direkt mit dem Aquiva- 
lenzprinzip und der Nichtlinearität_der Gravitationsthenrie zusammen. Beim 
dritten Punkt besteht vor allem die technische Schwierigkeit. Lösungen der 
Feldgleichungen zu finden, die durch Randbedingungen an der Antenne” be- 
stimmt sind, oder einen Sender für Gravitationswellen tatsächlich zu bauen 


und den Energieverlust zu messen. is { = 
folgte erst 1941 eine vollständige Lösung des Randwertproblems.an.einer reali-. 
diskutierbar wird, __ 


stischen Antenne, deren Energieverlust 


Sp. 


153 
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Es existieren zwar Lösungen von G,, = 0. die aber für die Nahzone ei- 
nes realistischen Senders nicht in Frage kommen und keinen Hinweis auf den 
Erzeugungsmechanisimms geben. In einigen Fällen können wir aber dennoch 
Analogien zum elektromagnetischen Strahlungsbegriff erwarten: 


1) in der linearisierten Theorie. 
2) heim Studium der Wellenfronten (Charakteristiken), und 


3) bei der Untersuchung des Riemann-Tensors der Lösungen von G,, =0 (aus 


"km = 0 folgt G,,_= 0. aber für mehr als drei Dimensionen nicht_das._ 
Umgekehrte), der in vieler Hinsicht dem elektromagnetischen Feldtensor 
ähnlich ist. 


6.1 Linearisierte Theorie 


6.1.1 Vakuumfelder und ebene Wellen 


Setzen wir wie im Abschnitt 3.2! 


Ik Mmkt PAR vixl <l. (6.1.1) 
so lauten die Feldgleichungen 
| or = KT, (6.1.2) 
wobei 
Ok = WR IR. (6.1.3) 


Sie sind zusammen mit der Nebenbedingung 


O0 (6.1.4) 


zu lösen. Diese Nebenbedingung legt die Eichung bis auf Lösungen von 


fest, d.h. nur Eichtransformationen _ 


Or = Or + Act Ar nk N ;. (6.1.6) 


die (6.1.5) erfüllen, ändern die Gestalt (6.1.2) der Feldgleichungen nicht. In_ 


materiefreien Gebieten silt für o,, die Wellengleichung 


Do = 0 = Dex. (6.1.7) 


!Indexbewegung mit 7x. 
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Schwache Gravitationsfelder breiten sich also im Vakuum mit Lichtge- 


schwindigkeit aus. 
Wir betrachten eine ebene \Velle, die in der positiven .r- Richtung läuft: 


pe 


al (019) 


Ableitungen nach dem Argument seien mit einem Punkt bezeichnet. Die Neben- 
bedingung (6.1.4) verlangt oP =o;! =. also bis auf wegeichbare Konstanten: 


or u oo == -0% =-01. on — or. 03 = os. 
so daß ö,,; nur mehr 10 — 4 = 6 unabhängige Komponenten hat. Dabei sind 
aber noch Eichtransformationen (6.1.6) mit 
A,=A,(t-?) 


möglich. weil (6.1.5) dabei erfüllt ist und der Charakter einer ebenen Welle 
in der x-Richtung nicht zerstört wird. Da + willkürliche Funktionen A, zur 
Verfügung stehen. muß es möglich sein, weitere 4 Komponenten der 0, zu 
eliminieren. Einsetzen in (6.1.6) zeigt. daß folgende Bedingungen erfüllbar sind: 


7 = 02 +\,=0, & = 02 +Ä3=0. 
0-02 - (A+ÄN)=0. (6.1.9) 
5 =6,5-24A -ÄN)=0. 


Mit 0° = o,' = 0 ist dann auch &,; = Wir erreicht. und die Matrix vr« 
vereinfacht sich zu 


00% 0 
20 I (6.1.10) 
VkTIGOO vn vn 
— 00 ©s v33 
PER, 


wobei wegen ı,' = 0 noch 


dans (6.1.11) 


%g3 und &23 von der Eichung (6.1.9) nicht berührt 


gilt. Wir bemerken. daß w22 ; ” 
gen benötigen wir für = 0 vier Größen: U’23. t’23- 


werden. Als Anfangsbedingun 
V22 — Yi3g. 122 — UÜ33:- 


Die Polarisationsft . ayitationswelle sind also 
durch eine spurlose symmetrische _? x 2-Matrix charakterisiert. das Lintenele- 


ment der Welle ist durch 
ds? = dt? - dr? - (1- Zu) dy? — (1 + 2%22) de?+4sdyd: (6.1.12) 
Br TEEN ST Ne ERBE 


gegeben. 
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6.1.2 Teilchen im Feld der Welle 


Wir untersuchen nun das Verhalten von Probeteilchen im Feld der ebenen? Gra- 
vitationswelle. Dabei studieren wir zuerst freie Teilchen. für die die Geodäten- 
gleichung 


242-0 (6.1.13) 


gilt. wobei :”{s) die Weltlinie des Teilchens ist. Mit der Anfangsbedingung 
3°(0) = 0 folgt aus (6.1.13) z*(s) = const. Das Teilchen ruht daher an ei-_ 


nem festen er Die Relativabstände zweier Teilchen ändern 


sich im Feld der Welle aber dennoch. da der metrische Tensor q,, = "pi + Zruk 


zeitabhängig ist. So folgt aus (6.1.12) für den Simultanabstand de zweier Nach- 
barteilchen 


do = [dr? + (1 - Zuaa)dy? + (1 + 2wga)dz? — duasdydz]'?. (6.1.14) 


zn auf, Parallelen” zur ardehse hieben demnach ungeändert. Das zeigt, 

die m nie Polarisationszustände? genauer zu analysieren. betrachten wir einen 
Rins von freien Teilchen (Staub) vom Radius 1, der in der (y, z)-Ebene liegt 
und dann durch die einfallende Welle deformiert wird (s. Abbildung 6.1). Der 
Abstand eines solchen Teilchens von einem im Zentrum (y = x = 0) befind- 


lichen. sowie auch alle Winkel zwischen Radien sind dann aus der Metrik der_ 


(y.2)-Ebene_ 


= (643 - Bas)drtdr? (a.J=2.3) (6.1.15) 


zu entnehmen. Sie ist in jedem Augenblick euklidisch. wobei abernur.vor dem. 
Eintreffen der Welle die z° die Bedeutung ‚Cartesischer Ort hogonalkoordinaten _ 


haben. haben. Um die Gestalt des deformierten : Ringes und die relative Teilchenbewe- 
gung zu späteren Zeiten zu untersuchen, führen wir in jedem Augenblick durch 


"= Myl)rt. dl = gg dee de? (6.1.16) 

Blatte ind | £thogonalsystem ein, das wir uns durch eine star? 

also | in der (.2)-Ebene realisiert denken. Die inneren Kräfte der Platte seien 

bew es a fall so viel stärker als die Gravitationskräfte. daß keine Relativ- 

ee Pe) in der Platte auftritt. Für die Koordinaten der Blat-- 

(6.1.13 1 ann 2 = const, während die 2“ variieren, weil für sie nicht 

). sondern eine um die inneren Kräfte ergänzte Gleichung gilt. Für die 

?Die Grundlage allgemeinerer Rech 5 
gleichung” (vgl. Pirani, in: Deser & Ford den ee 


3Geht man von der Devi: 
ationsgleichung aus, so 
nenten Roaos (0.3 = 2.3) des Riemann- Tensors Bee ee 


-9) herzuleitende „Deviations 
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Staubteilchen hingegen ist .r“ = eonst. und wir interessieren uns für ihre 2”. 

'or Eintreffen der Welle soll x" =." sein. Al *, wird also nachher von d'%, mur 
um eine symmetrische Matrix m“, der Größenorduumg ı", abweichen, wenu 
wir willkürlich hinzufügbare Rotationen (antisymmetrischer Beitrag) ausschei- 
den. (v.3 selbst gibt in dieser Größenordnung keinen Beitrag zu einer Rotati- 
on. da sich aus &„., in linearer, drehinvarianter Weise kein antisymmetrischer 
Tensor konstruieren läßt). Der Ansatz M/*; = 0%, + m"; gibt in (6.1.15. 16) 
eingesetzt m“; = W'a3. Die Schwingung der Staubteilchen gegenüber der Platte 
ist nun aus 


lt) = -vaalt)r” (6.1.17) 


zu entnehmen. die konstanten r* geben die Arfangslagen vor Eintreffen der 
Welle an. Die Resultate sind für verschiedene Polarisationszustände in Ab- 
bildung 6.1 gezeigt und mögen als Übungsaufgabe mittels (6.1.17) verifiziert 
werden. Die Probeteilchen bilden ursprünglich einen Kreis, der durch die Welle 


vgalt) = Alt)cos20ft).  waslt) = Alt)sin 20tt). 
so sind die Halbachsenlängen 1 + A(t). der Verdrehungswinkel 0(#). Linear- 
a ie 7, : 


st durch t 3 = const charakterisiert. Die Polarisationsellipse_._ 
ändert nur die Gestalt, aber nicht die Achsenrichtung. Die Probeteilchen be- 
wegen sich auf kleinen geraden Strecken durch die Ausgangslage. Zirkularpola- 


mit der halben Frequenz der Welle. Die Probeteilchen bewegen sich auf kleinen 
Kreisen um ihre Anfangslagen. Elliptische Polarisation ist der allgemeine Fall 
bei harmonischen Wellen, Die Polarisationsellipse ändert Gestalt und Stellung 
periodisch. Die Probeteilchen bewegen sich auf kongruenten kleinen Ellipsen 
um die Anfangslagen. 

Wir sehen, daß der Grundtyp von Schwingungen. zu denen elastische Körper 
durch eine ebene Welle angeregt werden. eine Quadrupolschwingung ist. wobei 
sich die Querschnittsflächen nicht ändern. (Zwei unabhängige Polarisations- 
richtungen dürfen also nicht wie in der Optik normal zueinander gewählt wer- 
den. sondern in einem Winkel von w/4. was gerade den beiden Möglichkeiten 
%22 #0. va; = 0 bzw. v2 =0.03 #0 entspricht). 

Wir wollen jetzt einen Quadrupol aus vier elastisch an die Platte gekoppel- 
ten Teilchen der Masse m als einfachstes Modell eines Detektors für Gravita- 
tionswellen verwenden (Abbildung 6.2). Die Verwendung elastisch gekoppelter 
Teilchen ermöglicht die Ausnützung von Resonanzeffekten. Ist die Kopplung 
schwach gedämpft, so absorbiert der Detektor irreversibe! Energie aus dem 
Feid der Welle, die man messen kann. 
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Abbildung 6.1: Polarisation von Gravitationswellen. (Nach Thorne & Price. 
Astrophys. J. 155, 163 (1969).) 


2 Zur Abschätzung dieser Energie gehen wir in der Näherung nichtrelativisti- 
scher Teilchenbewegung folgendermaßen vor!. Für ein freies Teilchen auf der 


es ist a Relativbewegung um die Ausgangslage für eine periodische Wel- 
. ES Form vun = Aet, u, = 0 nach (6.1.17) durch Ay = yAe'#t gegeben. 
was einer Scheinkraft K = -mu2y Aet-t entspricht. Bei elastisch-gedämpfter 


#Nach R.P. Feynman. unveröffentlicht. 
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Va 
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Abbildung 6.2: Quadrupolantenne. 


Bindung ist die Bewegungsgleichung 


m((Ay) +r{Ay) twAy)=K. (6.1.18) 
wobei eine ungedämpfte Schwingung 
2 
Ay = yA ER + w = 
entsteht. Die aus der Strahlung absorbierte mittlere Leistung entspricht der 
Arbeit der Kraft X während einer Periode, dividiert durch die Periodenlänge. 


Für den gesamten Quadrupol ergibt das 


al "Re K)Re(Ay')' dt = 24°y? MM, (6.1.19) 
T Jo (v2 — w8)? + Yu? 


Um daraus den Absorptionsquerschnitt zu berechnen. benötigen wir noch den 
Energiestrom der Welle. 


6.1.3 Energiedichte und Energiestrom 

Um Energiedichte und Energiestrom des Strahlungsfeldes herzuleiten, gehen 
wir von der Lagrange-Formulierung der Einsteinschen Theorie aus. Linearisie- 
ren wir (3.4.19. 6, 5), ergibt sich 


’ Ins 1 . 
Ger ( s u, u kn — ze wir, v.) - Tu. (6.1.20) 
K 

Für ein freies Feld, das sich in r-Richtung ausbreitet. verbleiben nur die y*? 
{@.3 = 2.3). wenn die Fichung (6.1.9) benutzt wird. um nur die tatsächli- 
chen Freiheitsgrade auftreten zu lassen. Aus der damit vereinfachten Lagrange- 


Funktion 
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? 1 1 

: 3. 

i £= a ur Vady = 

! 2# 
berechnen wir nach den üblichen Regeln den kanonischen Energie-Impulstensor 
des Feldes: 


ea? wa) tig” 123 ,) (6.1.21) 


| EB = „un. I + 123} Was) _ örL. (6.1.22) 


Daraus erhalten wir für die Energiedichte - wir verwenden wieder die von der 
Fichung (6.1.9) unabhängigen Feldkomponenten - 


23 


Dil. a2 4 
Et = - F ( 22 — es) + (%3) s (6.1.23) 
Rt 
Für den Energiestrom £0% ergibt sich bei der in r-Richtung fortschreitenden 
Welle nur eine x-Komponente 


ti =E£. (6.1.24) 


Energiedichte und Energiestrom stimmen überein. da wir die Phasengeschwin- 
digkeit der Welle ce = 1 gesetzt haben. 

Damit können wir den Absorptionsquerschnitt des oben betrachteten Gravi- 
tationswellendetektors berechnen. Für die lincar polarisierte Welle ua = Ae'“, 
a3 = OD ist der mittlere Energiestrom cA2u?/ #. Teilen wir den Ausdruck 
(6.1.19) für die vom Detektor absorbierte Leistung durch ihn. so ergibt sich 


der Absorptionsquerschnitt 


A 2kK 2 3 
= yomo — 
c (w? = wa)? + 222 
oder 
2aM 03 
‘= Ar? 2 IK 


(6.1.25) 


"A (wu +22 
wobei 21/ = 8mG'/c? der Schwarzschild-Radius und y? der geometrische Quer- 


schnitt des Detektorsystemns ist. (Zur Vorgangsweise in diesem Unterabschnitt 


Ist folgendes zu bemerken: Da aufgrund des Äquivalenzprinzips der Begriff der 
Sravitationsfeldstärke nicht eindeutig definierbar. ist. kann auch das Konzept 
einer nersied: Er ER 


einen approximativen f 


‚ daß die Störung in niedri ter Näh einer Wel- 
lengleichung über dem Hint e ES LLE 
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nach den üblichen Regeln formal gebildete Energie-Impulstensor der Störung 
(bzw. sein Zeitmittel) als Quelle für die Hintergrundmetrik fungiert. Dies wurde 
von R. Isaacson gezeigt?.) 


6.1.4 Ausstrahlung 
Um die Ausstrahlung von Gravitationswellen durch ein System von Massen zu 
untersuchen, betrachten wir retardierte Lösungen von (6.1.2). 


nn Pr 
Orlzo.t) = / 1; (z.t = =) nn (6.1.26) 
Quelle 


4er" 
wobei r = |z — zo| und x, der Ortsvektor des Aufpunktes ist. (6.1.26) erfüllt 
wegen der Energie-Impulserhaltung auch (6.1.4). Bei Vernachlässigung von Re- 
tardierungseffekten in der Quelle erhalten wir in großer Entfernung 


KR & »19= 
Orlto.t) = Deere ine der, (6.1.27) 


wobei T,j = Tar(z.t- ro/e) und ro = |zo| ist. Die Ersetzung von r/c durch 


ro/c beim retardierten Zeitargument entspricht genau einer Multipolentwick- 
lung, wobei wir nur den ersten Term (hief Quadrupof ı der Elektrodynamik 
Dipol) beibehalten. Diese Näherung ist gültig. wenn die Wellenlänge der Strah- 
lung viel größer als die Lineardimensionen der Quelle ist. 

Das aus T’R, = 0 folgende Laue-Theorem (3.2.25) 


2012 


erlaubt es nun. alle Komponenten o.3 durch Too = Pp | 
drücken (Punkt = Zeitableitung): 


3 1 a? 3 an? 24 I\ 
fe rTa3 = d’.r Tnor".r (6.1.28) 


Massendichte) auszu- 


n K 3 “ 30, 
Ba3 = "Brm d’r Lats Prer- (6.1.29) 


Die 00% ergeben sich dann aus (6.1.2). 

Bei der Berechnung der (etwa in x-Richtung) abgestrahlten Energie können 
wir das Feld in großer Entfernung und in kleinen Transversalbereichen als ebene 
Welle ansehen. Für diesen Fall kennen wir bereits den Energiestrom (6.1.23. 24). 


der sich sofort zu 


2 F 
1 Sret\? 3 rer\ 2 
fo = > =) E ( 2-05) + (9:5) (6.1.30) 
K \drro 4 


ergibt, wobei 


5R. Isaacson, Phys. Rev. 166. 1263 und 1272 11968). 
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Sl 
Qas = fe (2023 _ 3 das r) p | (6.1.31) 
} 


der Quadrupoltensor der Quelle ist. Die Verallgemeinerung von (6.1.30) auf 
beliebige Richtungen ist 


K l RUN, Ban 
tung = zone? F (Ö3 Hans)” + 3 003 923 05 QaF 3 "| 

(6.1.32) 

(to°n. ist der radiale Energiestrom. der Einheitsvektor n. gibt die Richtung der 

Energieströmung an). Man überzeugt sich leicht. daß (6.1.32) für n“ = (1.0.0) 

in (6.1.31) übergeht. Daß (6.1.32) die korrekte Verallgemeinerung von (6.1.31) 

ist, folgt daraus, daß die drei in (6.1.32) auftretenden Terme die einzigen qua- 

dratischen Invarianten sind. die man aus Q,s und n„ bilden kann. Diese Formel 

erlaubt es. die Winkelverteilung der Strahlung zu berechnen ({s. Aufgabe). 


Für die gesamte Energieströmung durch die Kugel vom Radius ro erhalten 
wir unter Verwendung der Hilfsformeln 


Ar a Ir 
fr n;d2= das, | ransrns a2 = (6,3 6,5 + bar 635 + Öas 63.)75 
(rechts müssen totalsymmetrische drehinvariante Tensoren stehen. deren Ko- 


effizienten durch Spurbildung ermittelt sind) den gesamten Energieverlust der 
Quelle zu 


Var zeeeg 
h odB.. a Geast, 53: | 
rer eos (6.1.33) 


Bei (6.1.33) fällt auf. daß es keine Terme gibt. die von der Gesamtmasse und 
dem Dipolmoment abhängen. Die Abwesenheit von Dipolstrahlung ist eine 
direkte Konsequenz der (approximativen) Impulserhaltung. da die Zeitablei- 
tung des Dipolmoments der Massenverteilung aufgrund des Äquivalenzprinzips 
gerade mit dem Gesamtimpuls übereinstimmt. Die Abwesenheit von Mono- 
polstrahlung haben wir im Abschnitt 3.3 sogar streng bewiesen. da es keine 


zeitabhängigen kugelsymmetrischen Lösungen der V. i Gr =0 
gibt (Birkhoff-Theorem), gen der Vakuumgleichungen G x 


Aufgaben 


1. Zeige. daß die Metrik (6.1.15) zeitlich so variiert, daß Flächeninhalte kon- 
stant bleiben { „Scherungswellen*). 


6.2. Strahlung von Teilchen im Schwarzschild-Feld 163 


2. Verifiziere die angegebenen Eigenschaften der Polarisationszustände. 
(Hinweis: Benutze komplexe Zahlen y + iz usw.) 


3. Zwei gleiche Massen laufen mit gleicher Frequenz o aufeiner Kreisbahn. Un- 
tersuche das Strahlungsfeld; zeige insbesondere: a) die Frequenz der Strah- 
lung ist Zw, b) die Strahlung ist zirkularpolarisiert. c) die Ausstrahlung 
verschwindet (in der Quadrupolnäherung). wenn der Winkelabstand der 
Massen 90° ist. 


4. Zeige. daß die Winkelverteilung der Abstrahlung für einen rotationssymme- 
trischen Sender x sin*@ ist (9 = Winkel zur Symmetrieachse). 


6.2 Strahlung von Teilchen 
im Schwarzschild-Feld 


Wir wenden nun die bisher entwickelte Theorie aufein Teilchen der Masse m an. 
das in der Schwarzschild-Metrik einer Masse M > m frei fällt. Die dabei aus- 
gesandte Strahlung ist als mögliche Erklärung für die im nächsten Abschnitt zu 
besprechenden Weberschen Experimente von Bedeutung. Der größeren Uber- 
sichtlichkeit halber werden wir uns bei den folgenden Überlegungen auf zwei 
Spezialfälle. nämlich Kreisbahnen und radialen Fall ins Zentrum. beschränken. 

Zur Auswertung von (6.1.33) benötigen wir die dritte Zeitableitung des 
Quadrupolmoments (6.1.31). Für zwei Massen M und m, die sich im Abstand 
Ya bzw. x, vom Ursprung befinden, ist 


1 ze 
Qas3 =M (vu; a Ay’önn) rm (20x 2 3003 >) ö (6.2.1) 


Legen wir den gemeinsamen Schwerpunkt in den Ursprung. so ist Mya +MmLa = 
0: setzen wir dies in (6.2.1) ein und drücken Q.3 durch die Relativkoordinaten 
Ta = Ta — Ya der beiden Massen aus. so wird für m IM<]1 


1 2: 
Qas=m (vers _ arba) . (6.2.2) 


Für Kreisbahnen ist r? = const und fällt daher bei der Bildung der Zeitablei- 
tung weg. Legen wir die Kreisbahn in die (x. yJ-Ebene. so wird 


Össas = Oh + + 32m?rtu®. (6.2.3) 
wobei „ die Kreisfrequenz der Bahn ist. die in Newtonscher Näherung durch 
w?r! = GM gegeben ist. Setzt man dies in (6.2.3) ein. so ergibt sich für die 
ausgestrahlte Energie 


5 5 3 Ye y2 
dE __32 Am2M?jr = BR (=) (=) . (62.4 
dt Be? 9 
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Wir haben dabei wieder die Massen durch ihre Schwarzschild-Radien ausge- 
drückt, die beiden Klammerausdrücke in (6.2.4) sind dirnensionslos. Daher muß 
c”/5G die Dimension einer Leistung haben. es ist 


5 
z =7.29:10®erg/s=4: WMo cs (6.2.5) 
Wenn die Testmasse m bis in die Nähe des Schwarzschild-Radius 21/ fallen 
kann. so wird kurzzeitig eine enorme Intensität der Gravitationsstrahlung er- 
reicht (c?/5G entspricht der 2 10%-fachen Leuchtkraft der Sonne). so daß 
man dabei hoffen kann. beobachtbare Effekte zu erhalten. Allerdings ist die 
Strahlungsintensität. die von Körpern ausgeht. die im Sonnensvstem fallen. 
nur verschwindend gering. da für die lineare Ausdehnung R der Planeten und 
der Sonne stets R > 24/ ist und daher die Umgebung des Schwarzschild- 
Radius nie erreicht wird. So strahlt z.B. ein die Erde umkreisender Satellit mit 
m = 10°g eine Leistung x 10-35 Watt ab. während die Erde selbst auf ihrer 
Bahn um die Sonne etwa 18 Watt in Form von Gravitationswellen abstrahlt. 

Diese Beispiele legen bereits nahe. daß es kaum möglich ist. in einem Labor- 
versuch einen leistungsfähigen Sender für Gravitationswellen aufzubauen und 
seine Strahlung zu messen®. Gravitationswellen merklicher Intensität können 
nur von Systemen mit Radien Rx 2Af stammen, also von Körpern. die durch 
die Wirkung ihrer Eigengravitation hochgradig kollabiert sind. Bevor wir auf 
diese Möglichkeit und die Experimente zur Messung von Gravitationswellen 
näher eingehen. wollen wir aber die theoretische Untersuchung der Strahlung 
noch etwas weiterführen. 

Der Energieverlust (6.2.4) bewirkt eine allmähliche Verringerung des Bahn- 


radius r. der in der hier benutzten Newtonschen Näherung ınit der Energie E 
der Bahn durch 


E = -G.Mm/2r (6.2.6) 
zusammenhängt. Aus 


dE _ GMmdr __& (21\? (2m\? (se 
de 2 da 56 N) ” 
folgt nach kurzer Rechnung 
"=n- = m Mirt. (6.2.8) 


Der Radius i i 
r Radius der Bahn Rimmt demnach in endlicher Zeit auf Null ab. Allerdings 


ist das bei der Berechnun: 
8 von (6.1.33) ei chl; ineara Wähe jer- 
fahren nur fürr > 2 Be a 


Die Frequenz der Strahlung folgt aus (6.1.29) zu 


a 
usführliche Unt 
iche Untersuchungen dazu wurden von J. Weber {1961; angestellt. 
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v=—ı\ — (6.2.9) 
arVr 
(doppelte Frequenz der Bahnbewegung: 4? = G.M/r?). 
Die obigen Resultate wurden von Peters’ auf elliptische Bahnen verallge- 
meinert. Bei einer Bahn mit numerischer Exzentrizität e und großer Halbachse 
A crhält er als Verallgemeinerung von (6.2.4) 


dE 320? M?m?(M + m) 1>4.:1832:4 
z u ee 6.2.1 
at 5G AP(1- &)V? ( ra ) 16.2. 1a) 


Peters hat auch die durch Abstrahlung von Gravitationswellen bewirkte 
allmähliche Verringerung des Bahndrehimpulsvektors L., berechnet: 


| 


[ 

di. _ 20 5,6 
| u = 77 a3 Qs35 Q-5- 
| 


Ic” 

Für elliptische Bahnen folgt aus (6.2.9) und (6.2.10) eine allmähliche Abnah- 
me der Exzentrizität e der Bahn. Auch der Radius der Bahn verringert sich 
langsam. wobei die gesamte Bindungsenergie in Form von Gravitationswel- 
len abgestrahlt wird. Dieser Vorgang läuft so lange ab. bis die letzte in der 
Schwarzschild-Metrik mögliche stabile Kreisbahn mit Radius r = 6M erreicht 
ist (s. Abbildung 4.3). Dieser Kreisbahn entspricht eine Energie E = -mc?/18. 
so daß bis zum Erreichen von r = 6M insgesamt etwa 5.5% der Ruhmasse des 
fallenden Körpers an Gravitationsenergie ausgesendet werden. Etwa die Hälfte 
dieser Strahlung wird dabei beim Übergang von 203 auf 641 frei. wie man aus 
(6.2.6) sieht, d.h. innerhalb eines Zeitraumes 


t= w>,(2) (5): (6.2.11) 
m/ \Mo 


wie man aus (6.2.8) sieht. Die mittlere Frequenz der Strahlung folgt aus (6.2.9) 
zu 


(6.2.10) 


M 
-9.10° Zoo), 6.2.12 
v=23-1%0 Ha (30) { } 


wenn man den Mittelwert r = 10M verwendet. ; 

Der weitere Verlauf der Bahnkurve und der Ausstrahlung für r < 6\/ ent- 
spricht etwa dem rein radialen Fall ins Zentrum. dem wir uns nun zuwenden. 
Die elementare Auswertung von (6.1.33) ergibt dabei 


dE 8 Mm? (dr\’ (6.2.13) 
u 503 \d) 


P.C. Peters. Phys. Rev. 136B. 1224 (1964). 
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Wenn wir eine Radialbewegung mit Gesamtenergie Null betrachten. so folgt 
aus (4.3.82). (4.3.9) wegen !=0 


dr \” MM db, MU (6.2.14) 
cds r dt r 
so daß sich für die gesamte abgestrahlte Energie 
dE Be ten :/(&) (*) dr 
E er —dt= Ey M m Nez Br BT 
dt 15G ds dt/r (6.2.15) 
ct “2a 2M\ dr 
=— 4 2m? — I]1- =) Sa 
15G a IR r ( r /)r 
ergibt. Die elementare Integration führt auf 
ER LLL ER an (6.2.16) 
E= me (7) =0.0022 me (7). 


Beim radialen Fall wird daher nur ein sehr kleiner Bruchteil von mc? ausge 
strahlt. Allerdings ist die lineare Näherung im Bereich r = 34. aus dem der 
Hauptteil der Strahlung stammt. nicht mehr anwendbar. Davis. Ruffini. Press 
und Price® haben daher die Rechnungen unter Verwendung eines besseren. auf 


Zerilli? zurückgehenden Näherungsverfahrens wiederholt. Dabei ergibt sich für 
die beim radialen Fall emittierte Strahlung 


E=0,01md (7) j (6.2.17) 


Die lineare Näherung unterschätzt daher die ausgestrahlte Energie um einen 
Faktor fünf. Abbildung 6.3a zeigt die von diesen Autoren erhaltene Frequenz- 
verteilung der Strahlung. Abbildung 6.3b die Beiträge der Multipole L= . 
(Quadrupol), L = 3 (Oktupol) und L = 4. Man sicht daß der Hauptbeitrag 
zur Strahlung vom Quadrupolterm stammt. aber auch der Oktupol noch einen 
Beitrag liefert. 


Das Maximum der Frequenzverteilung liegt bei 


woM = 27 M = 0,33 
oder 


ee (4) (6.2.18) 
Da diese Strahlung im wesentlichen während des Falles von 10.M bis 2M aus 
gestrahlt wird, ist ihre Dauer nur etwa tx 1/n = 10° M/Mos. 

aM. Davis. R. Ruffini, W. Press. 


ee , R. Price, Phys. Rev. Lett. 27. 1466 (1971). 
°F.J. Zerilii. Phys. Ray. D2, 2141 ern) er 
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1 dE 
m’ do 
0.03 
0.02 
0.08 
02 04 06 je; 


Abbildung 6.3: Spektrum der Gravitationsstrahlung beim Fall eines Teilchens 
der Masse m in ein schwarzes Loch der Masse M: Multipolentwicklung. 


6.3 Nachweis von Gravitationswellen 


Die Überlegungen des vorangehenden Abschnitts haben gezeigt. daß ein Nach- 
weis von im Labor erzeugten Gravitationswellen. die der Hertz’schen Ent- 
deckung elektromagnetischer Wellen entsprechen würde. derzeit nicht realisier- 
bar ist. Es verbleibt die Möglichkeit, Schwerewellen astrophysikalischen Ur- 
sprungs zu messen. Ein derartiges Experiment wurde erstmals 1960 von J. 
Weber an der University of Maryland begonnen. Weber benutzte als Detekto- 
ren für Gravitationswellen eine Reihe von Aluminiumzylindern. die eine Länge 
von 153cm, Durchmesser zwischen 60 und 90 cm. eine Masse von etwa 10° g. 
eine Eigenfrequenz (der Grundschwingung) von 1660 Hertz und eine Dämp- 
fung 7 = 10% aufweisen. Nach (6.1.25) beträgt der Absorptionsquerschnitt 
eines derartigen Detektors im Falle der Resonanz o(wo) = 10”!°cm?. Damit 
Signale erzielt werden, die das thermische Rauschen überschreiten (das zu ei- 
ner Energie kT/2 = 10-1? erg der Grundschwingung führt. entsprechend ei- 
ner Amplitude von etwa 10”1*cın). muß der in Form von Gravitationswellen 
einfallende Energiefluß innerhalb der Bandbreite der Resonanz des Detektors 
Au == 107°,) rund 10° erg/cm” s betragen. falls es sich um Signale von 
einigen Sekunden handelt, während für kürzere Signale, = sie Weber De 
achtete, das zeitliche Integral des Energieflusses 10° erg/cın“ erreichen muß’®. 
damit die vom Detektor absorbierte Energie etwa gleich AT/2 ist. 

Um Signale und Rauschen zu unterscheiden und nichtgravitative Effekte 
zu eliminieren. stellte Weber zwei derartige Zylinder in einem Abstand von 
1000 km in Maryland und in Chicago auf und beobachtete Koinzidenzen. d.h. 


10Sjehe etwa G.W. Gibbons, S.W. Hawking, Phys. Rev. D4. 2191 9Th. 
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ein gleichzeitiges Ansteigen des Signals in beiden Zylindern über eine gewisse 
Schwelle, wobei die Genauigkeit der Zeitauflösung etwa 0.15 betrug. Die Zah- 
len dieser Koinzidenzen wurden registriert und die aufgrund des thermischen 
Rauschens erwartete Anzahl zufälliger Koinzidenzen abgezogen. 

Weber beobachtete zwischen 1969 und 1974 tatsächlich zahlreiche Koinzi- 
denzen und versuchte zu zeigen. daß diese nicht etwa auf thermische Schwan- 
kungen oder seismische Ursachen zurückzuführen sind. Da es in der Folge nicht 
gelang. die Weberschen Ergebnisse auch in anderen Laboratorien zu reproduzie- 
ren. besteht heute weitgehende Übereinstimmung darüber. daß die von Weber 
beobachteten Ereignisse nicht auf Gravitationswellen zurückgehen. Auch die 
von Webers Gruppe im Zusammenhang mit der Supernova 1987 behaupteten 
Signale blieben kontrovers. Bleibendes - und unbestrittenes - Verdienst seiner 
Pionierarbeit ist es jedoch. der Forschung auf diesem Gebiet den entscheidenden 
Impuls gegeben zu haben. Zwei Entwicklungen wurden dadurch ausgelöst. 

Erstens wurden durch die Versuche. die Weberschen Ergebnisse astrophy- 
sikalisch zu deuten. das theoretische Verständnis der Gravitationsstrahlung 
wesentlich erweitert. Ein Beispiel dafür ist die Untersuchung der Gravitati- 
onssynchrotronstrahlung!!. Sie sollte - wegen der starken Bündelung in der 
Bahnebene - die Strahlung in der galaktischen Ebene konzentrieren und damit 
einen geringeren Energiefluß zur Erklärung der Weberschen Daten erforderlich 
machen. Allerdings erwies sich in der Folge die hohe Polarisierung derartiger 
Strahlung als mit den Daten unverträglich. Inzwischen sind die Charakteristika 
der Gravitationsstrahlung für zahlreiche mögliche astrophysikalische Quellen, 
wie etwa kollabierende Sterne oder kompakte Doppelsternsystemne. bekannt’?. 

Zweitens begannen in den letzten Jahren mehrere Gruppen mit dem Bau 
von „Weber-Zylindern” mit erhöhter Empfindlichkeit. Bis 1975 wurden damit 
rund 15 Experimente ausgeführt. ohne die von Weber beobachteten Ereignisse 
zu bestätigen'?. An der Erhöhung der Empfindlichkeit. z.B. durch Kühlung. 
wird laufend gearbeitet. Dabei erfordert der Nachweis von Gravitationswel- 
len mit diesem Detektortyp wahrscheinlich die Messung von Auslenkungen der 
Größenordnung 10”! cm. In diesem Bereich ist der Detektor quantenmecha- 
nisch zu betrachten und der gleichzeitigen Messung von Amplitude und Phase 
sind durch die Heisenbergsche Unschärferelation Grenzen gesetzt. Das hat zur 
Untersuchung sogenannter „Quantum-Non-Demolition“-Messungen geführt”*. 

Aber auch andere Detektortypen werden derzeit untersucht. Der Einfluß 
von Gravitationswellen auf die Metrik der Raum-Zeit kann beispielsweise auch 
über die Doppler-Verschiebung von Radarsignalen bestimmt werden. die an 
Raumschiffen reflektiert werden („Dopplertracking”). Auch elektromagneti- 
sche Resonatoren und andere Detektorgeometrien werden derzeit erforscht’. 


!!s. Breuer (1975). 

125. Smarr (1979). 

SE. Amaldi, G. Pizella in: de Finis (1979). 

12C.M. Caves et al, Reviews of Mod. Phys. 52, 341 (1980). 

BJ]A. Tyson, R.P. Giffand, Ann. Rev. Astr. Astrophys. 16, 521 (1978): K. Thorne. Rev. 
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Die größten Hoffnungen richten sich dabei auf die in Entwicklung befindlichen 
Michelson-{laser-)interferometrischen Anordnungen von mehreren Kilometern 
Ausdehnung mit an Pendeln angebrachten Spiegeln (LIGO = Laser Interfero- 
meter Gravitational Wave Observatory in den USA, VIRGO in Europa). Das 
Ziel aller dieser Bemühungen ist eine Steigerung der Detektorempfindlichkeit 
in einem Ausmaß, das gestattet. Gravitationswellen nachzuweisen und zu ana- 
lysieren. die aus Sternzusammenbrüchen im Yirgo-Haufen stammen. Während 
nämlich Supernovae in unserer Galaxis sich nur etwa alle 30 Jahre ereignen - die 
letzte im Jahre 1987 gab prompt Anlaß zu Gravitationswellen-Kontroversen —. 
sollte sich die Ereignisstatistik auf eines pro Monat vebessern. wenn Ereignisse 
im Virgohaufen registrierbar werden. Damit wäre das Zeitalter der Gravitati- 
onswellenastronomie eingeleitet. Für Details sei auf entsprechende Kapitel in 
den zu Abschnitt 4.4.c genannten Sammelbänden sowie auf Blair (1991). Janis 
& Porter (1993) und Saulson (1994) verwiesen. 

Während die Experimente zum direkten Nachweis von Gravitationswellen 
also bis heute noch zu keinen schlüssigen Ergebnissen geführt haben. gelang 
im Jahre 1978 ein indirekter Beweis für die Existenz dieser Wellen. Der bereits 
1975 entdeckte!® Pulsar PSR 1913+16 erwies sich nämlich als Teil eines Dop- 
pelsternsystems. Mit einer Periode von 0.32 Tagen kreist der Pulsar um einen 
unsichtbaren Begleitstern. der ebenfalls ein Neutronenstern oder ein Weißer 
Zwerg sein muß. Die Aussendung von Gravitationswellen durch das Doppel- 
sternsystem bedingt einen Energieverlust. der die beiden Sterne immer rascher 
umeinander kreisen läßt. Im Jahre 1978 gelang J.H. Taylor und seinen Mit- 
arbeitern an der University of Massachusetts erstmals die Messung der ent- 
sprechenden Abnahme der Bahnperiode. Sie beträgt rund 10*s pro Jahr und 
stimmt mit den Vorhersagen der Relativitätstheorie überein (Abbildung 6.4). 

Seither konnte die Genauigkeit der Übereinstimmung aufgrund von Daten- 
akkumulierung. Verbesserung der Meß- und Analysetechnik ‚sowie der Tatsa- 
che. daß es gerade die relativistischen Effekte im System sind. die eine Be- 
stimmung der Massen und Bahnparameter erlauben (während die Newtonsche 
Theorie hier nur die sog. Massenfunktion. allgemeiner nur Kombinationen von 
Systemparametern liefert). auf 1% gesteigert werden’®. Aufgrund der resultie- 
renden Bedeutung des Systems PSR 1913-+16 wurde an die Entdecker. Hulse 
und Taylor. der Nobelpreis 1993 vergeben. (Im Jahre 1990 wurde ein weiteres 
Objekt dieses Typs. PSR 1534r12. entdeckt!?. bei dem erstmals die Spin-Bahn- 
Kopplung (4.1.10) eine Rolle zu spielen scheint.) 

Damit ist zumindest ein indirekter Nachweis 
Braginsky in Hawking & Israel (1979): 3. 


für die Existenz von Gravita- 


Mod. Phys. 52, 285 (1980): D. H. Douglas. V.B. 
Weber in Held (1980). 
I6R.A. Hulse. J. A. Taylor, Astrophys. 
!7J.H. Taylor. L.A. Fowler, PM. Me N 
J.H. Taylor, GRG 13. 1 (1981): Astrophys. J. 253. 908 (199 5 
Ir Piran. Sei. Am. 272, #5, 31 (1995). sowie einschlägige Artike 
1.4.c genannten Sammelbänden. 
9A, Wolszezan. Nature 350. 688 (1991). 


Lett. 195, L51 (1975). > 
Culloch. Nature 277. 437 {1979}: J.M. Weisberg. 
(1982). 345. 134 (1989). 

} in den zu Abschnitt 
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ORBIT PHASE SHIFT (5) 
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DATE 


Abbildung 6.4: Die Abnahme der Bahnperiode des Pulsars PSR 1913-+16 


r 


stimmt mit der Vorhersage der Relativitätstheorie überein. 


tionswellen gelungen: ihre niedrige Frequenz liegt allerdings in diesem Fall weit 
außerhalb der Bandbreite aller denkbaren irdischen Detektoren. 


Kapitel 7 


Neue 
differentialgeometrische 
Methoden 


Wir haben bisher den mathematischen Formalismus ausschließich auf Tenso- 
ren aufgebaut. die wir durch ihre Komponenten bezüglich eines Koordinaten- 
systems festgelegt haben. Diese koordinatenmäßige Festlegung hat begriffliche 
und rechentechnische Nachteile. So bilden die Vektoren in einem Punkt P der 
X” zwar einen Vektorraum (den Tangentialraum in P). sind aber dort bisher 
nur durch ihre Komponenten in bezug auf eine vom Koordinatensystem mit- 
gelieferte natürliche oder holonome Basis gegeben. Oft wären jedoch Kompo- 
nenten bezüglich anderer Basen im Tangentialraum wegen ihrer Orthogonalität 
oder Anpassung an Symmetrierichtungen der X” rechentechnisch günstiger. So 
sind orthonormale Basen z.B. zur Einführung von Spinorfeldern im Riemann- 
schen Raum notwendig. doch werden sie i.a. von keinem Koordinatensystem 
geliefert (anholonome Basen). 

Die von Gauß. Riemann. Christoffel, Rieci, Bianchi. Levi-Civita. Einstein 
und Weyl entwickelte klassische Riemannsche Geometrie (Kapitel 2) wurde 
daher zunächst von Cartan. Schouten u.a. von der Beschränkung auf holonome 
Basen befreit und später von Chevalley. Koszul. Nomizu u.a. auf möglichst 
koordinaten- und basisunabhängige Begriffe aufgebaut. 

Wir wollen hier - unter Verzicht auf mathematische Strenge - einige der 
neueren Formulierungen besprechen, die sich für physikalische Anwendungen 
(Berechnung des Riemann-Tensors. Integration auf X”, Spinorfelder) als nütz- 


lich erwiesen haben. 
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7.1 Tangentialvektoren und Tangentialraum 


Urn eine koordinaten- und basisumabhängige Definition eines Tangentialvektors 
r in einem Punkt P einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit X” zu gewinnen. 
gehen wir folgendermaßen vor. 

Auf der X” sei eine skalare Funktion F gegeben, d.h. eine Abbildung der 
X" inR (Menge der reellen Zahlen). Abbildung 7.1 zeigt. daß F' von der Funk- 
tion f{.r') zu unterscheiden ist. die eine Abbildung R” — R vermittelt und den 
koordinatenmäßigen Ausdruck für F darstellt. Diese Definition von F als Ab- 
bildung der X” in R ist unabhängig von der Existenz des Koordinatensystems 
z. also koordinatenunabhängig. Die begriffliche Unterscheidung zwischen f und 
F haben wir im Kapitel 2 der Einfachheit halber nicht formelmäßig getroffen. 
F heiße nun differenzierbar. wenn f differenzierbar ist. 


>. 
Ir zn 


Abbildung 7.1: Zur Definition von F und f. 


Wir können nun zur Einführung des Begriffes eines Tangentialvektors in 
einem Punkt P von X” übergehen. Wir betrachten dazu den Raum F der {in 
einer Umgebung von P definierten, genügend oft differenzierbaren) Funktionen 
F auf X”. Ein Tangentialvektor v im Punkt P ist dann eine lineare Abbildung 
des linearen Raumes F in die reellen Zahlen, F — v(F) = reelle Zahl. welche 
die Kettenregel 


u{G) = ——! v(G,) (7.1.1) 

3 pP 
erfüllt. wenn die Funktion G € F als zusammengesetzte Funktion G = 
MG1.G2. ...) gegeben ist (G, € F). Offenbar bilden die derart definierten 
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Tangentialvektoren einen Vektorraum. da mit u, vauch aut, definiert durch 
(au+r)(F)=au(F)+r(F), (7.1.1) erfült (a ER). 

Ist ein Koordinatensvstem o gegeben, so kann jede einzelne Koordinate 
als Funktion € F aufgefaßt werden. Wenn nun F durch ! = f(x’) koordina- 
tenmäßig dargestellt ist. kann man dies als zusammengesetzte Funktion lesen, 
und es gilt nach (7.1.1) 


uF)= ga ‘(r}) (7.1.2) 


(hier bedeutet ı{r'): v angewendet auf die Funktion r', also nicht die übliche 
Kurzschreibweise für eine Funktion v(r!.2?. ....2")!). Die Zahlen 


Y=ele) (7.1.3) 


nennen wir die Komponenten des Vektors v in bezug auf das gegebene Koor- 
dinatensvstem. Damit wird 


H 


we 7.14 
En (7.1.4) 


v(F)=ı 
P 


Durch das Koordinatensystem sind automatisch in jedem Punkt n Tangenti- 


alvektoren 9, (i=1..... n) mitgeliefert, die folgendermaßen definiert sind: ist 
F = f(rt) die Koordinatendarstellung vor FeF,sosei 
i a 715 
Alp) = zu], (7.15) 


(7.1.1) ist klarerweise erfüllt. und (7.1.4) schreibt sich jetzt v{F) = «A(F) 


oder 
ve v ölp- (7.1.6) 
Dies zeigt. daß jeder Vektor als Linearkombination de ee 
EN n) geschrieben werden kann. deren Unabhängigkeit sich aus Ihren 
Komponenten ö,(x*) = ö8 ergibt. Die Tangentialvektoren In pP er nn 
einen n-dimensionalen Vektorraum. den Tangentialraum Tp in P. Eine Basis 
in Tp nennen wir auch ein n-Bein. 
Ein Vektorfeld wird durch Angabe © 


Ein n-Bein-Feld besteht aus n Vektorfelde er 
near unabhängig sind’. Spezielle n-Bein-Felder werden von den Basisvektoren 


{;} bezüglich eines Koordinatensystems gebildet a 
Nicht jedes n-Bein-Feld {e,} jedoch läßt sich als {d} bezüg ch nn nn 
neten Koordlinatensystems auffassen {anholonome n-Bein-Felder: m = 
ale; Kriteriums dafür siehe Aufg- 5). Wir werden sehen. daß gerade die 


ines Vektors in jedem Punkt festgelegt. 
m. deren Vektoren in jedem Punkt li- 


Be u a me be Tu > ; ichnet. 
!Oft auch als bewegliches n-Bein tengl. moving frame. frz. repere mobile) bezeichne 
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\ 


'erwendung derartiger anholonomer n-Bein-Felder wegen ihrer größeren Fle- 


xibilität Vorteile bringt. 


Nach diesen begrifflichen Klarstellungen wollen wir der einfacheren Schreib- 


weise wegen die Unterscheidung zwischen F\ F: @.. 8/8r' wieder fallen lassen 
und auch statt „Vektorfeld” vielfach „Vektor” schreiben, wie das bisher schon 
geschehen ist. 


Aufgaben 


1. 


2 


je) } 


Zeige. daß aus (7.1.1) folgt: v(F)=0. wenn F = const. 


. Leite das Transformationsgesetz für holonome Vektorkomponenten bei Ko- 


ordinatenwechsel aus (7.1.6,5.1) ab. 


. Ist v ein Vektorfeld. so ergeben die Werte t(f). punktweise berechnet. zu- 


sammen wieder eine skalare Funktion. Zeige ihre Übereinstimmung mit der 
Lie-Ableitung £.f. 


- Sei u ein weiteres Vektorfeld. dann kann u(v(f)) berechnet werden. Zeige. 


daß url f} := ulvl f)} nicht zur Definition eines neuen Vektorfeldes ur führt. 
daß aber die Lie Klammer 


u.v)=ur—-vu 


(der Kommutator der beiden Differentialoperatoren) ein Vektorfeld ist, 


das mit der Lie-Ableitung L,v (vgl. (2.10.6) übereinstimmt. Verifiziere die 
Jacobi-Identität 


in. [rw] + fe. fu. vl} + [v. [w.u]] =0 (7.1.7) 


und formuliere sie auch als Kommutatorrelation für Lie-Ableitungen. 


. Zeige, daß für ein n-Bein-Feld {e,} die Integrabilitätsbedingung [e,,ex] = 0 


jedenfalls notwendig für seine Holonomie ist (im Kleinen ist sie auch hinrei- 
chend). Für ein anholonomes n-Bein-Feld {e,} hingegen sind in der (stets 
möglichen) Zerlegung 

le,.ex! =Cx €, (7.1.8) 


nicht alle Anholonomiekoeffizienten C* x gleich null. 


. Eine (parametrisierte) Kurve Yin X” ist formal eine Abildung 4:1 — X”, 


wo I etwa das Intervall [0.1] ist. Sind z* Koordinatenfunktionen, so ist 
ar): z’(+({r}} die koordinatenmäßige Beschreibung (Parameterdarstel- 
lung) von >, und % heißt differenzierbar. wenn r’{r} differenzierbar ist. a} 


aa 


2. Differentiale und der Kotangentialraum j 


Zeige. daß das eine koordinatenunabhängige Feststellung ist. b) Zeige. daß 
durch u: F — ä (Fe )|,_, ein Tangentialvektor in +(0) definiert ist. die 
Tangente an + im Punkt (0) — wie lauten seine Komponenten bezüglich 


{}? 


7.2 Differentiale und der Kotangentialraum 


Yer Gebrauch von Differentialen dır'. df ete. ist in der Physik üblich. Während 
liese Größen als „unendlich kleine Größen” streng mathematisch nicht existie- 
en. sind sie doch für praktische Überlegungen sehr zweckmäßig. Allerdings 
rgeben sich bei mehrmaliger Anwendung der Operation „d“ Schwierigkeiten. 
Auch liefert eine naive Multiplikation 


drdy= (r„du+r.de)(yudu ty dr) 


ticht die richtige Transformation des Flächenelements drdy auf neue Koordi- 


2aten. 

Mit den Überlegungen des vorigen Abschnitts in engem Zusammenhang 
steht aber ein Kalkül. der Differentialen einen mathematisch wohldefinierten 
Sinn gibt und außerdem einfache Regeln liefert. die die erwähnten Schwierig- 
seiten bei der Differentiation und Multiplikation von Differentialen beheben. 
Dabei muß man sich als Physiker zunächst von der Idee des „unendlich klei- 
aen” Differentials freiniachen. Die zu definierende Größe df ist endlich. stimmt 
aber in den sonstigen Eigenschaften mit den Vorstellungen abe: die man 
von „df = f,dr'” hat. Zunächst bemerken wir. daß df = ne nn 
nitesimale) Änderung von f in einer nicht spezifizierten Richtung ist. df hat 
erst einen Wert. wenn wir die Richtung durch Angabe einer Kurve durch den 


betrachteten Punkt festlegen. Dann wird 


df 2 f.(dx'/ds) ds = Fı uw ds. 


wobei s ein beliebiger Kurvenparameter ist und u! = dr’/ ds z 
des Tangentenvektors an die Kurve sind. df hat daher nn Se =. 
wenn wir einen Tangentialvektor vorgeben. und dieser is wi en 
dem Tangentialvektor ab. df ist also ein lineares Funktionai auf den P 
der Tangentialvektoren. und wir definieren 

dfiu) = fuW=ulf)- (7.2.1) 
al auf dem Raum Tp. das jedem Vektor u € Ip 
t. Diese Definition unterscheidet 
Version „dflu) = u fads”. 


df ist dasjenige lineare Funktion 
die Richtungsableitung (7.2.1) von f zuordne r 
sich genau um den Faktor ds von der obigen naiven 
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Da das Studinm der linearen Funktionale auf einem beliebigen Vektorraum 
V (hier Tp) eine der Standareikonstruktionen der linearen Algebra ist, wollen 
wir hier nur kurz die notwendigen Begriffe wiederholen”. 

Die linearen Funktionale über V mit Werten in R bilden den zu V dualen 
Vektorranm V*. dessen Elemente Kovektoren genannt werden (hier Kotangen- 
tialvektoren). Für ae V*,u,veVunda, 3JeRösilt 


a(v) = reelle Zahl (inneres Produkt von a und v) = (a.v) 
(7.2.2) 
a{au+ Br) =aa{u)+Balr). 


V* ist tatsächlich ein Vektorraum, die Linearkombination c = aa + 35 (a,38e 
R. a,b V*) zweier Kovektoren ist das durch e(v) = aafr) + Bb(t) gegebene 
lineare Funktional. 

Ist {e,} eine Basis in V, so konstruieren wir die duale Basis {e?} in V* 
wie folgt. Seiae V*,v=v'e, € V, dann ist a[v) = a(v!e;) = v’al(e;). Die 
Komponentenzuordnungen v — v’ sind aber selbst lineare Funktionale von 
v (v? sind reelle Zahlen. die offenbar linear von v abhängen), die wir mit e? 
bezeichnen: 


e(v)=W. (7.2.3) 


Damit wird 


av Be vJale,) = a(e,) ei(v) (7.2.4) 


oder. durch Vergleich des ersten mit dem letzten Ausdruck in (7.2.4) 


a=afe,)e' =:a;e. (7.2.5) 


Die {e’} bilden daher eine Basis von V*, die duale Basis zu {e,}- (7.2.5) zeigt 
auch, daß V”* die gleiche - hier stillschweigend als endlich angenommene - 
Dimension wie V hat. Setzen wir (7.2.5) in (7.2.4) ein, ergibt sich die gewohnte 
Form eines inneren Produktes: 


av) =ayv. (7.2.6) 
Durch Spezialisierung auf a=e’.v=e; erhalten wir 


e’(e;) = ;. (7.2.7) 
Diese Relation drückt die Dualität der Basen aus. 
Nach diesen allgemeinen Überlegungen kehren wir zum Tangentialraum Tp 


zurück. Das Differential df in P ist ein Element des zu Tp dualen Kotangen- 
tialraumes T’5. wobei 


a rn I ee ei a 
?Siehe z. B. Dieudonne (1976) HI. Anhang: Sex! u. Urbantke (1992), Anhang B. 
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N 


af)=ulf)=fiv. (7.2.8) 
besondere gilt für f = r’ wegen (7.2.3) 


dar(v)=rld)=WV =eln). 


zu {d,} duale Basis {e’} ist daher durch 


e=dr. j=h.... n, (7.2.9) 


;eben. Die Koordinatendifferentiale bilden also die holonomen Kobasisfelder, 
1 (7.2.7) nimmt die Form 


dr’ () = 6% (7.2.10) 
Für die Komponentenzerlegung (7.2.5) eines beliebigen Kotangentialvektors 
:Tp erhalten wir in der holonomen Basis dır’ 


a=3,dr. (7.2.11) 


alog zu den Vektorfeldern können wir nun Kovektorfelder betrachten. wobei 
em Punkt P € X” ein Kovektor zugeordnet wird. Die Komponentenzerle- 
ıg eines Kovektorfeldes lautet 


a=a,(r)dr. (7.2.12) 


her heißt a auch lineare Differentialform?. 


ıfgaben 


Id i Koor- 
Bestimme das Transformationsgesetz der Kovektorkomponenten bei 


dinatenwechsel . 


ji ; - - R ‚on Vektoren und Kovekto- 
Wie transformieren Kobasis und Komponenten von 


ren bei einem Basiswechsel 


k (7.2.13) 


in Tp? 


Zeige ohne Verwendung einer Basis. daß d die Kettenregel 


öf 7.2.14) 
af 
erfüllt. 

Anleitung: Benutze df{u) = u(f): 


'Nicht jedes Element a kann in der Form a = 
Tetenden g, i.a. nicht a,=f; erfüllen. 


a die in (7.2.12) 


df geschrieben werden, d 
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7.3 Die Tensoralgebra 


In den letzten beiden Abschnitten haben wir Vektoren und Kovektoren ein- 
geführt und können mın zu Tensoren übergehen. Allgemein geschieht dies fol 
gendermaßen. V und W seien Vektorräume der Dimensionen m und n: wir 
betrachten den Raum der bilinearen Funktionale über dem Cartesischen Pro- 
dukt Vx W. Für ein Element T dieses Raumes ist. soll also gelten 


T(v.w) = reelle Zahl. 
Tlar+v,w)=aT(v.w)+ Tl. w). (7.3.1) 


Tier.au+w)=aT(vr.w)+T(r.u”). 

Analog zur Situation beim Dualraum bilden diese bilinearen Funktionale wieder 
einen Vektorraum. Speziell heißt nun der Raum aller bilinearen Funktionale. 
die analog auf V* x W* definiert sind. das Tensorprodukt V 2 W der Räume 
V,W. 

Eine Basis in V ZW kann ınan folgendermaßen konstruieren: {e'} sei Basis 
in V*, dual zu {e,}. die eine Basis in V bilden. Analog sei {f*} Basis in W*, 
dual zu {f„}. Für ein beliebiges Element T &e Vz W gilt dann wegen der 
Bilinearität von T ({a=a,e!eV*.b=b,fF ce W*) 


T(a.b) = Tla,e'.b„f") = a;buT"°, (7.3.2) 


wo 


LIT (ef). (7.3.3) 


Definieren wir nun als Tensorprodukt vz we VE W zweier VektorenreV. 
we W das durch 


(? 2 w)(a,b) =a{v)b(w) (7.3.4) 


für alle ae V*.be W* gegebene bilineare Funktional. so ist insbesondere für 
die Basisvektoren (e, & fa)(a.b) = ale;)b(fa) = a;ba. Daher kann (7.3.2) in 
der Form T{a.b) = T’*(e, & fo)(a.b). also 


T=Teegf | (7.3.5) 


geschrieben werden. Da die Anwendung der rechten Seite von ( 17.35) aufe,3 fe 
wieder (7.3.3) ergibt. ist die Zerlegung (7.3.5) eindeutig und {e, Z f„} damit 
eine Basis im Raum V 2 W, dessen Dimension somit mn beträgt. 

Man sieht. daß die Räume V2W und WSV isomorph sind und für 
V ZW gefahrlos identifiziert werden können. 
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Analog kann man Tensorprodukte von mehreren Vektorräumen definieren. 
Ein Tensor vom Typ (a.b) über V ist ein Element des Vektorraumes V°,. der 
durch Tensorproduktbildung VS...2V2V’&...2V* der Räume V (a 
mal) und V* (b mal) entsteht. Wenn {e,} Basis in V. {e'} Basis in V* ist. so 
gilt für TE V°, 


| T=IHn, „BER ZauLen ee Sfr (7.3.6) 
{ 


Dies zeigt die Übereinstimmung des hier eingeführten Tensorbegriffs mit demje- 
nigen des Kapitels 2. 
T heißt symmetrisch bzw. antisymmetrisch. wenn 


(7.3.7) 
bzw. Seile). 
wobei v, w entweder beide aus V oder beide aus V* sind. 
Durch einen nichtsingulären symmetrischen Tensor g vom Typ (0.2). den 
metrischen Tensor. wird in V ein skalares Produkt definiert 
gur)=graut ur. gi '= gleı. er) = Iki- (7.3.8) 


(Nichtsingulär bedeutet. daß aus g(u.v) = 0 für alle v € v auch u = 0 folgt.) 
Bei festem u ist g(u.....) ein lineares Funktional auf V.d.h. ein Kovektor. Durch 
den metrischen Tensor wird daher jedem Vektor u ein Kovektor giu.. ..) zu- 
geordnet. Diese basisunabhängige Identifizierungsvorschrift zwischen Vektoren 
und Kovektoren ist die abstrakte Formulierung des Hinauf- bzw. Hinunterzie- 
hens eines Index. PR 

Spezialisieren wir V nun auf den Tangentialraum Tp. so gilt i 


men Basis {;} 


n der holono- 


gl.) = 9ık Map 
genau wie im Kapitel 2. Der Vorteil ist jetzt aber, daß wir durch weil: einer 
anholonomen Basis {e,} z.B. erreichen können. daß g(e,. ex) = m im ganzen 
Raum wird (orthonormale Basis). Be uyy« 

Während es nur mit Hilfe des metrischen Tensors möglich ist. V = Su En 
basisunabhängige Art zu identifizieren. kann man dies bei V n > er er 
Einführung einer zusätzlichen Struktur tun. und zwar durch die Se en 
ev ou für et & (V*)*. ve V. wenn la) = air jles SN 
schreiben dann auch {a.v) = (v.a)- Du 2 < 

Die Tensoralgebra ae V erhalten wir. indem wir die a ne ze 
Räume V°, bilden. wobei wir V!o = Ye) en ee 
len) setzen und als Multiplikation das Tensorprodukt VS Ya q 


benutzen. 
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Aufgaben 


1. Wie ist das Skalarprodukt in TA zu bilden. das aufgrund der Zuordnung 
u glu....) zustandekommt”? 


2. Zeige, daß aus der Nichtsingularität von g folgt. daß die Zuordnung u — 
glu....) umkehrbar eindeutig ist. 


7.4 Die äußere Algebra 


Wir betrachten nun einen für später wichtigen Teilraum der Tensoralgebra über 
einem Vektorraum V. die äußere (oder Graßmann-) Algebra A über V. Sie ist 
die direkte Summe der Räume AP. wo AP der Raum der total antisymmetri- 
schen Tensoren vom Typ (2.0), AP=R und A! = V ist. Um zu einer Algebra 
zu gelangen, benötigen wir noch eine multiplikative Verknüpfung antisymmetri- 
scher Tensoren, die aus A nicht herausführt, d.h., wieder auf antisymmetrische 
Tensoren führt. Sind De AP, T € A? zwei Tensoren, so ist das gewöhnliche 
Tensorprodukt DT. 


DZ T)a.b,....ox.y...., z) = Dfla.b...., T(x.y,.... 
{ K Gr.y ) (a eo) T(x.y z) 
p q 


la... X... € V*) dazu nicht brauchbar. weil DT nicht total antisym- 
metrisch ist. Durch totales Antisymmetrisieren erhalten wir aber daraus ein 
Element DAT von APt4. 


(DATIYla.....2):= Ar Y_ (sign r\D&TY(rla)...., r(z)). (7.4.1) 


Hier läuft w über alle Permutationen der Symbole a..... z; sign = +1 bzw. 
—1 für gerade bzw. ungerade Permutationen. Die kombinatorischen Faktoren 
in (7.4.1) dienen dazu. das hiermit definierte äußere oder alternierende Produkt 
assoziativ zu machen. Sehen wir uns als Beispiel für v, w € V = A! das Produkt 
vAwe A? an: nach (7.4.1) und (7.3.4) ist 


vAu=rvB2w-w&r. (7.4.2) 
(7.4.2) erfüllt außer den üblichen Distributivgesetzen noct 


vAu=-wAr, 
(7.4.3) 
vAv=Q. 
Eine Basis in A? wird aus den Produkten €, Ne, (i< j) von Basisvektoren in 
V gebildet, A? ist also (7)-dimensional. Bezüglich dieser Basis hat u A u = 
ve; Aufex die Komponentenzerlegung 
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1 ' 
vAu= zyleu* - vu) Ag = Year -rFuwt)e,Ner. (7.4.4) 


ı<k 


Ganz analog können wir im allgemeinen Fall vorgehen: Die 6) Produkte 


ey ’= en, N--. NEn,- H:={hı....‚pihi<ha<...<ho} (7.4.5) 


bilden eine Basis in AP. so daß also dim AP = e ist. Für DEAP.T e A? geht 


die Vertauschungsregel (7.4.3) über in 


DAT=(-1PTAD. (7.4.6) 
Die Dimension von A ist 3. e = (1+1 "=. 


Wenn in V ein Skalarprodukt g(v, w) durch (7.3.8) definiert ist. können wir 
auch in AP eines einführen. Für Elemente v, w € AP. die in der Form 


w= w A...A uw (v.weV) (7.4.7) 
a 


Pr i pP a 
geschrieben werden können, definieren wir als Skalarprodukt in AP: 
v-w:=det(v- w)= —< VE... (7.4.8) 
{#7 3 pP: 


und dehnen es durch die übliche Linearitätsforderung auf alle Elemente yon AP 
aus. Die Metrik g erlaubt jetzt. orthonormale Basen {e.} in V zu definieren: 


ee = F- (7.4.9) 


vorkommen mögen {Relativitätstheorte 


wobei etwa r +Zeichen und s —Zeichen 5 
3 heißt Signatur des inneren 


bei unserer Konvention: r = 1,3 =3:t= Tr 
Produkts. Dann gilt für 


e:=e& AeaN...Aene A” 3 (7.4.10) 


ee ei (74.11) 


Die Einführung einer Längenmessung in V durch [u] = Yet erlagbE auch 

eine Volumsmessung. Nehmen wir das Volumen des durch ee e, 
en H . u ar ai je! = 

aufgespannten Parallelepipeds als Einheitsvolumen: 1 = jeıi » eal..  |eni 
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vle-e. so ist das Volumen |V] des von n beliebigen Vektoren v ..... veV 
Z i n 
aufgespanuten Parallelepipeds durch 
"AU A..Av =Ve (7.4.12) 


gegeben. was eine direkte Verallgemeinerung des „Spatprodukts” auf n Dimen- 
sionen darstellt: sign V gibt die Orientierung der v relativ zu den e, an. Dieser 


[07 
Zusammenhang der Multivektoren (die Elemente von A? heißen manchmal p- 
Vektoren) mit der Volumsmessung ist der Grund für die wichtige Rolle der 
äußeren Algebra in der Integrationstheorie auf Mannigfaltigkeiten. 
Bei antisymmetrischen Tensoren ist ferner der e-Tensor wesentlich. der es 
etwa für n = 4 erlaubt. einem total antisymmetrischen Tensor dritter Stufe 
a'* einen Vektor am durch 


ı sn 
Am = 37 Eıkzm ar (7.4.13) 


zuzuordnen. Die Verallgemeinerung dieser Operation wird durch den +- 
Operator gegeben. der AP > A””P abbildet (diese beiden Räume haben die 
gleiche Dimension (3) = ( Re N Wieder benutzen wir dazu das Skalarpro- 
dukt (7.4.8). Seive AP, w ein beliebiger Vektor aus A®-?. Dann ist 


vAu=(sv,w)-e (7.4.14) 


die Definition eines neuen Vektors x € A””P, dessen Skalarprodukt mit dem 
beliebigen w € A""? gerade (7.4.14) erfüllt. 


Aufgaben 


1. A sei eine lineare Abbildung V — V. Durch Alv\wn.. )= AvAAwWN... 
kann A auf die AP übertragen werden, AP — AP. Da A” eindimensional 
ist, muß A(v A...) in diesem Fall ein Vielfaches von A... sein. Zeige, daß 
dieser Proportionalitätsfaktor übereinstimmt mit det A* j. wo A*, die durch 
Ae,; = A*,e, definierte Matrixdarstellung der Abbildung ist. (Das ergibt 
eine basisunabhängige Definition der Determinante einer Abbildung.) Wie 
ist die Situation bei den anderen AP? 


2. Die Vektoren u,r..... w € V sind genau dann linear abhängig, wenn 


UAUA..AW=(. 


3. Zeige: AP(V”) ist dual zu AP(V). (Inneres Produkt analog zu (7.4.8).) 
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. Ist in (7.4.12) V #0. so sind die v linear unabhängig und als Basis in 


V verwendbar: ga3 = sind die Komponenten von g in dieser Basis. 


. 
Zeige: |V! = |det ga 3]? Hinweis: (benutze (7.4.8. 11. 12)). 

. Zeige. daß das Skalarprodukt (7.4.8) in A? nicht singulär ist. 

. Zeige. daß u A ru = (1) (u. v)e. Was ergibt sich daraus für « * v? 


. Sei dmV = 4. die Basis eı. e2. es. e, orthonormal. Bilde xe,. +(&, A ek). 
*(e, Ace, Ae,). *€e. 


. Welche Möglichkeiten bestehen. * für Kovektoren zu definieren? Wann ist 
eine Vorzeichenkonvention nötig? 


5 Äußere Differentialformen 


lie eben entwickelte äußere Algebra können wir sowohl über den Vektorfeldern 
Is auch über den Kovektorfeldern (Differentialformen) aufbauen. Dabei stellt 
ch der letztere Fall insofern als wichtiger heraus, als sich hier auch ohne die 
'xistenz einer weiteren Struktur wie Metrik oder Übertragung ein Differen- 
ationsprozeß definieren läßt. die äußere Ableitung. die nicht aus der Algebra 
erausführt. 

Alternierende (oder Äußere) Differentialformen g-ter Stufe, kurz q-Formen. 
rdnen jedem Punkt P ein Element aus As(T5) zu. Mit 0-Formen seien ne 
unktionen gemeint. Eine holonome Basis für die Algebra der äußeren Difle- 


entialformen wird durch i <j.i<J < k....) 


1. de. dr’Aadr, dr’ Adr Adır..... dr! Adr' 


egeben. in bezug auf welche eine q-Form = die Gestalt 


=) wule Jar" (7.5.2) 
H 
‚onimmt. wobei wieder 
H:= {hi <ha<...hab: ed Re Adare (7.5.3) 
Beispiele für n = 3 sind (a. b....- % sind Funktionen von 2. Y- SR 
0-Form: ®= ®(r.y.:), Form: Azadr+-bdyt cdz. 
r+hdeNdy. (7.3.+) 


2-Form: u = fdyAds+gdrNd 


3-Form: v = kdr AdyAde. +Formen. 5-Formen.... = 0. 
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Formen dieser Art erscheinen als Integranden von Linien-. Flächen-. und Vo- 
Iumsintegralen. wobei die Relevanz der äußeren Multiplikation A bei Varia- 
blensubstitutionen zutage tritt: ist 7’ = f*(zF). so ist einfach dr’ = f! ;dır* zu 
setzen und nach den Regeln von A auszumultiplizieren. 

Bei der Umwandlung von Integralen über Ränder mehrdimensionaler Be- 
reiche (Stokesscher, Gaußscher Satz) kommt im Integranden eine neue Form 
zu stehen. die in systematischer Art aus dem gegebenen Integranden abzulei- 
ten ist. Das geschieht mit Hilfe der Operation d. der äußeren Ableitung, die 
wir jetzt definieren; auf die Formulierung der Integralsätze kommen wir später 
zurück. Der Operator d bildet g-Formen linear in (q + 1)-Formen ab und ist 
durch folgende Eigenschaften eindeutig bestimmt (w. 7 sind Formen. f eine 
0-Form): 


1 dAw+mM)=dAu+dAn 
2) dA(wAn)=(dNw)An+ (1), A(dAn). 
3) dA(dAw)=0. 


4) dAf=df (Differential. (7.1.8)). 


Wegen 4) werden wir häufig das Zeichen A nach d weglassen. zwischen Koor- 
dinatendifferentialen auch das Zeichen A des äußeren Produkts. Die Existenz 
dieses Operators wird dadurch gesichert. daß für eine Form (7.5.2) die Vor- 
schrift 


dw 
du = > Er dr’ ade (7.5.6) 


alle Bedingungen erfüllt. 

Eine Form o heißt exakt. wenn sie sich als äußeres Differential schreiben 
läßt. d.h.. wenn eine Form a mit w = de existiert. Da d(da) = 0 nach 3). ist 
für die Exaktheit notwendig, daß dw = 0. Das ist aber im allgemeinen nicht 
hinreichend für die Exaktheit auf ganz X”. man kann aber Gebiete abgrenzen. 
auf denen das zutrifft (Poincaresches Lemma)*. Wir kommen in Abschnitt 11.4 
auf dieses Phänomen zurück. Damit eine Kobasis {wl....,w"} holonom ist, ist 
notwendig: da’ = 0. 

Wir betrachten die Beispiele (7.5.4). Es wird dv = 0 sowie 


6) ö 8 8 
a0 = an Tayı ar, au= (Dr 2 +) arayae. 


9 Oz da MM & 
dc Ob da dc db da 
Kehle adsa 4 e I 2 
(3 y 5) ® (3 5) ei (z 5) grau 


“Vielfach wird auch 3) in (7.5.5) so genannt. 
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Schreiben wir (a.b.c) =a. (f.g.h) = v und in üblicher Symbolik (d.r.dy.dz) = 
dx, (dyd:.dsdr.d.rdy) = dO. drdydz = d’r. so ist 


$=Öd(r) ... d®=graddde, 
A=adr .. . dA=1r0tadO, 
u=vdO .... du = divvd’r. 


Exaktheit würde also für A bedeuten: a = gradf. für «a: v = rota. Die 
Gleichung d(dw) = 0 ergibt für w = A bzw. w = ®: divrota = 0 bzw. 
rot grad ® = 0. und das Poincaresche Lemma ergibt für rot a = 0 bzw. dvv=0 
die Existenz eines skalaren bzw. Vektorpotentials, wenn auch nicht stets im gan- 
zen Definitionsgebiet von @ bzw. v (vgl. die ebene Zirkulationsströmung. oder 
das magnetische Potential beim geraden Stromleiter). 

Tensorielle q-Formen vom Typ (a.b) ordnen jedem Punkt ein Element aus 
V%, 2 A%(V*) zu (V = Tp). Nützlich ist dabei die folgende „partielle Kom- 
ponentenzerlegung eines solchen Objekts ®: 


8-0,,.02...8c 28%... "im. -Pn.nden (157) 


een 


sind also gewöhnliche q-Formen. alle Indi- 
u total antisymmetrisch sind. 
chreibweise am 


Die partiellen Komponenten ®'*x,.. 
zes. in denen die „totalen“ Komponenten ®°%r;.. 
sind mit dr abgesättigt. Dies verbindet die Vorteile der Indexs 
wirkungsvollsten mit jenen des Formenkalküls. 


Aufgaben 


1. Zeige. daß (7.5.6) die Bedingungen (7.5.5) erfüllt. 


2. Zeige: Eine koordinatenfreie Formel für die Ableitung von 1-Formen ist ge- 


geben durch 


(dAw)(u.r) = ulw{e)) - elwtu)) - w(Ju.v]), (7.5.6) 
wo [u.v] wie in Aufgabe 4 von Abschnitt 7.1 definiert ist. 

nsor, d.h. die Komponenten 
Maxwell-Gleichungen lauten: 
n eine 1-Form a mit dAa = 


3. Fık bedeute den elektromagnetischen Feldte 
der 2-Form p = 4. dr'd*. Zeige, daß die 2. 
dAy = 0. Nach dem Poincar&-Lemma gibt es dan 
9. Wie lautet das in üblicher Schreibweise? 


4. Bilde mit dem Viererstrom ‚x die 1- Form 7 = jr dx* und versuche. mittels 
g durch die soeben eingeführ- 


der x- Operation auch die 1. Maxwell-Gleichun 
te Form > auszudrücken. 
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5. Studiere die mehrfach in verschiedener Reihenfolge angewandten Operatio- 
nen .d, x» an den Formen (7.5.4) und vergleiche mit bekannten Ausdrücken! 
(«1+ dd = AB. «dx A = diva. d+dA = (rotrota)dO....) 


7.6 Übertragungen und Riemann-Geometrie 


Die äußere Ableitung der q-Formen ist der einzige Differentiationsprozeß. der 
sich im Raum der Tensorfelder über X” basisunabhängig erklären läßt. oh- 
ne daß zusätzliche ausgezeichnete Objekte hinzugenommen werden. In der 
Riemann-Geometrie ist das metrische Tensorfeld g ein solches Objekt: mit sei- 
ner Hilfe konnten wir beliebige Tensoren kovariant differenzieren. und nur in 
Relationen wie Ay. = Ark, zeigt sich, daß die alternierende Ableitung von g 
nicht abhängt. 

Zur Definition kovarianter Ableitungen ist allerdings keine \Metrik erfor- 
derlich. sondern nur eine Übertragung (=Konnexion. Zusammenhang), die es 
erlaubt. Vektoren zu vergleichen (Differenzenquotient!). wenn sie zu Tangen- 
tialräumen zweier infinitesimal benachbarter Punkte gehören. Im euklidischen 
Raum wird eine derartige Übertragung durch die gewöhnliche Parallelverschie- 
bung gegeben. mit deren Hilfe wir Vektoren in beliebigen Punkten vergleichen 
können. Für Mannigfaltigkeiten wollen wir nur eine Übertragung zwischen in- 
finitesimal benachbarten Punkten vorschreiben, von der wir zunächst bloß ver- 
langen. daß sie die beiden Tangentialräume linear aufeinander abbildet. so daß 
die kovariante Differentiation additiv wird. Für Produktbildungen aller Art ver- 
langen wir. soweit möglich: Übertragenes Produkt = Produkt der übertragenen 
Faktoren. was zu einer Leibniz-Produktregel für die Differentiation führt. Wir 
untersuchen jetzt. wie eine Übertragung dieser Art festgelegt wird. welche ko- 
variante Differentiation damit verbunden ist und durch welche Spezialisierung 
wir zur bisher verwendeten zurückkommen. 

{e,} sei ein n-Bein-Feld und {„}} die duale Basis für 1-Formen. Ist ei- 
ne Übertragung erklärt. können wir das zum System gehörige n-Bein in Q 
in den „infinitesimal benachbarten” Punkt P übertragen, wobei PQ durch 
einen „infinitesimalen” Tangentialvektor eu, u € Tp. charakterisiert sei. Wir 
vergleichen das längs u nach P übertragene n-Bein mit {e,(P)} und zerle- 
gen die entsprechenden, mit D.ue, bezeichneten Differenzen nach letzterem: 
Due, = w’,{ru)e,. Die hier auftretende Matrix hängt von eu, P, {e,} und 
der Übertragung ab, und umgekehrt können wir die Übertragung durch Vor- 
gabe dieser Matrix als Funktion der genannten Größen fixieren. Im folgenden 
wollen wir uns nur mit linearen (oder affinen) Übertragungen beschäftigen. 
bei welchen „’;{eu), Due , von der „Verschiebungsstrecke” eu linear abhängen. 
Dann können wir den infinitesimalen Faktor e herauskürzen, und die Zuordnung 
ua — „',(u) definiert eine Matrix von 1-Formen „' ; mit der Basiszerlegung 


wi, = Lew; (7.6.1) 
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analog definiert u — De, vektorielle 1-Formen De,. und wir haben für diese 
absoluten oder kovarianten Differentiale 


De, =u', &&. (7.6.2) 
(Eine Veraligemeinerungsmöglichkeit besteht etwa darin (Finsler- Geometrie), 


w';(u) nur als homogen 1. Grades in den u* anzusetzen, so daß obiges 


Wegkürzen von e noch möglich ist.) 
Additivität und Produktregel ergeben nun für ein beliebiges Vektorfeld v = 


v’e, als kovariantes Differential 


Dr = Dive,) = (di)ge,+Vw, 8a = (Drfize,. (7.6.3) 


Di’ =dt zu, = + mit egal) tl. (76,3) 


Die Übertragungskoeflizienten L’,« erinnern an die Christoffel- Symbole. sind 
aber hier unabhängig von jeder Metrik eingeführt und auch für holonome Basen 
e; = ö, nicht notwendigerweise in j. k symmetrisch. s 

Aus (7.6.1) und den verlangten Eigenschaften von D finden wir das Verhal- 


ten von w', bei einem Basiswechsel 
z 1} na. ug = : 
ea=Patı &=Piee PrP\ b 


De, = (dp) &eı + pa Dei = (dpa t Pa='ı) $ € Ne 


Vergleich ergibt 


ee LE, 
I er + pP, dpi, =PP,Paw, P3 dp, 

x ER ı _ 1/9,ä 

Sind beide Basen holonom. &, = di. &a = da = d/ör".soistp a = dr Be nn 
wir erhalten aus (7.6.1. 5) das Transformationsgesetz der holonomen Übertra 


gungskoeffizienten 


(7.6.5) 


ae EV 
u ee a I, (7.6.6) 
be Sk) ar gb dr Hm örddr“ 
i sichtli kom- 
Die antisymmetrischen Anteile 21’, =: T PN Biden an . 
Ponenten: der entsprechende Tensor (Torsion) verschw indet er ee eo. 
schen Geometrie wegen der Symmetrie der T’xj. nicht jedoch bei allgı 


ren Übertragungen. Von dieser Tatsache wurde a se 
„vereinheitli ie“ (Gravitation und Elektrizität etc.) \ ıch & 
‚Vereinheitlichten Feldtheorie” ( Tatsache seines Verschwindens 


macht. Wir wollen nun diesen Tensor bzw. die e fas 
in der Riemann-Geometrie in einer beliebigen Basis ausdrücken. Dazu fas 
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wir T*,, als Koeffizienten der Formen IT’; dr’ Ade* = wi, Adıx“ auf und 
bedenken. daß die holonome Kobasis dr* durch dAdz* = 0 ausgezeichnet ist. 
während eine beliebige Kobasis „* das nicht erfüllt (wir schreiben „* statt e*. 
um anzudeuten, daß jetzt in jedem Punkt eine Kobasis definiert ist. „* also 
1-Formen sind). Die Formen 


; 1 . 
Bed Hunt = Tre Deut (7.6.7) 
erfüllen, wie mittels (7.6.5) leicht nachzurechnen. 


8° = p%, if, (7.6.8) 


so daß die Tirz Tensorkomponenten sind. die in der holonomen Basis mit. 2.’ 
übereinstimmen. Eine Grundformel der Riemannschen Geometrie ist also die 
Bedingung der Torsionsfreiheit 


dt +tuwknur=0, (7.6.7) 


während die L’,, nur in einer holonomen Basis symmetrisch sein müssen. 
Ebenso wie (7.6.8) ist für die Formen 


N, :=dAw, tu, Aut, =: EA (7.6.9) 
mittels (7.6.5) leicht zu bestätigen. daß 


=, (7.6.10) 
gilt. so daß die Ri imn die Komponenten eines Tensors sind. Sie stimmen in 
einer holonomen Basis mit den Komponenten des Krümmungstensors überein. 
wenn wir für die L’,, die T’,, einsetzen. 

Die Riemannsche Übertragung erfüllt nicht nur (7.6.7°). sondern steht mit 
der Riemannschen Metrik in engem Zusammenhang (vgl. (1.3.6, 11)), den wir 
jetzt in einer beliebigen anholonomen Basis herstellen. Die Metrik ist durch ein 
symmetrisches nichtsinguläres Tensorfeld g vom Typ (0,2) gegeben, das in je- 
dem Tangentialraum ein Skalarprodukt definiert. Wir fordern für D die Gültig- 


keit der Produktregel bei Anwendung auf das Skalarprodukt (Metrizitätsbe- 
dingung): 


u(g(v,w)) = g(Dyv, w) + g(v.D,w). (7.6.11) 
Für 9; = gle;.e,) erhalten wir dann mit ugir) = dgielu): 


dgir = 0"; glem,er) + w% Hersen) = wr, + Wk, (7.6.12) 
wobei wir definierten: 


Wir = Gin ww. Lixj = Gin D’r- (7.6.13) 
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Fundamental für die Riemannsche Geometrie ist nun, daß durch die Forderung 
von Metrizität bezüglich g und die Forderung nach Torsionsfreiheit der Metrik 
g eine eindeutig bestimmte Übertragung zugeordnet ist. Um das einzusehen. 
führen wir noch die Basiszerlegung 


1 
dAw= ”, Cr! Aw (7.6.14) 


mit den Anholonomiekoeffzienten C'; = —C*,; ein und drücken (7.6.7). 
(7.6.12) in der Basis {w?} aus. Permutiert man in der aus (7.6.7°) resultierenden 
Gleichung L%; — L'jk = C'jk nach Senken von i die Indizes zyklisch, addiert 
zwei der entstehenden Gleichungen und subtrahiert die dritte. so bekommt man 
mittels der aus (7.6.12) resultierenden Gleichung Lır, + Ira, = E (ge): 


2Lijr + eilgjr) — Ez(gir) — er(Gij) = Cry + Cr — Crji- (7.6.15) 


Daraus kann L;;x tatsächlich eindeutig entnommen werden. wenn g in einer be- 
liebigen Basis gegeben ist. Bei Holonomie geht L;;. in (1.3.6) über, für andere 
Basen gehen die Anholonomiekoeffizienten C',, ein und zerstören die Symme- 
trie T‘,;, = T%,;. Besonders wichtig sind dabei Basen mit gu5 = const., etwa 
F] 7) st 
Orthonormalbasen (9.5 = Nab), WO wir + Wk = 0. die Matrix der Übertra- 
g 
gungsformen also ebenso wie jene der Krümmungsformen (},. antisymmetrisch 
wird. (Letzteres folet aus der Metrizität in beliebigen Basen.) In diesem Fall 
. 8 

sind also nur n(n-1)/2 Übertragungsformen zu berechnen, das sind n?(n-1)/2 
Rotationskoeflizienten T';,;. Für n = 4 ergibt das eine Reduktion von 40 Chri- 
stoffelsymbolen auf 24 Rotationskoefhizienten. Für die relativistische Signatur 
+{+ — -—) kann man unter Verwendung komplexer Zahlen auf 3 komplexe 
Zusammenhangs- und Krümmungsformen (siehe Aufgabe) bzw. 12 komplexe 
Spinkoeflizienten kommen.? - 

Damit ist es gelungen. die grundlegenden Formeln der Übertragungs- und 
Riemanngeoimnetrie in Termen von Differentialformen zu schreiben - also völlig 
koordinatenfrei. Allerdings fällt auf, daß wir die L';r, ©, Q', nicht als Kom- 
ponenten basisunabhängig definierter Objekte eingeführt haben. Tatsächlich 
zeigen (7.6.8), (7.6.10), daß die &* bzw. 0, partielle Komponenten einer vek- 
toriellen bzw. tensoriellen 2-Form sind, die wir in Kapitel }1 direkt definieren 

5Dies folgt aus allgemeinen gruppentheoretischen Betrachtungen (Abschnitt 11.3) sowie 
der Tatsache. daß die komplexe Drehgruppe SO(n,C) fürn = 4 nur halbeinfach ist (anstatt 
einfach, wie für die übrigen n > 2): SO(4.C) = SO, C) x SO(3,C), die reelle Gruppe 
so(3. 1) im Gegensatz zu SO{4.R) = SO(3.R) x SO(3.R) und 502,2) = so(2.1) x 
50(2.1) aber nicht lokal isomerph (>) zu einem direkten Produkt ist (vgl. Sexl u. Urbantke 
(1992)). Dies bewirkt. daß die der Zerlegung von 50(4.C) entsprechenden Faktoren für 
50(3.1) konjugiert-komplex. in den beiden anderen Fällen aber reell und unabhängig sind. 
Hierin liegt also, wie von R. Penrose hervorgehoben wurde, eine Auszeichnung von n = 4 und 
der relativistischen Signatur +{+- ——). Siehe seinen Artikel in DeWitt & Wheeler (1968). 
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werden. Die L',k hingegen kompensieren mit ihrem inhomogenen Transformati- 
onsverhalten gerade die nicht-tensorielle Natur von ö,. so daß das dahinterste- 
hende basisunabhängige Objekt der Operator D der kovarianten Ableitung ist. 
Er kann in den wichtigsten Fällen (z.B. Riemanngeometrie) basisunabhängig 
charakterisiert werden durch Axiomatisierung seiner formalen Rechenregeln - 
vgl. Kapitel 11. Es gibt jedoch Ausnahmen. und man findet (u.a.) deshalb in 
neueren Lehrbüchern -- z.B. Dieudonne IV (1976), Kobayashi-Nomizu (1963) - 
das Verfahren. alle als gleichberechtigt zugelassenen Basen (etwa orthonorma- 
le) in allen Punkten gleichzeitig zu betrachten. d.h. auf die von ihnen gebildete 
größere \annigfaltigkeit überzugehen. auf der dann einer Übertragung ein ten- 
sorielles Objekt entspricht. 

Wir stellen die für unsere Anwendungen wesentlichen Formeln hier noch- 
mals zusammen: 


g= kw Ru. (7.6.16) 
dgrk uk tik: war = 95 N. (7.6.17a) 
dau + Aut=0. (7.6.17b) 

dur ı k 1 13 m rn 
wi, +. Ay ji” 3 jmn w No”. (7.6.18) 


Für genügend einfache Metriken ist es das rascheste Verfahren zur Berechnung 
des Krümmungstensors. orthonormale Basen zu benutzen und die w! x aufgrund 
von (7.6.17a,b) ohne weitere Komponentenzerlegung zu erraten (siehe nächster 
Abschnitt). Es sei aber auch erwähnt, daß heute bereits eine Reihe von Com- 
puterprogrammen für symbolische Manipulationen existiert. mit deren Hilfe 
Riemanntensoren formelmäßig gegebener Metriken berechnet werden können. 
(Vgl. etwa R. A. d’Inverno, in Held (1980). Vol. 1). 


Aufgaben 


1. Zeige, daß die in (7.6.14) aufscheinenden C' jk mit den in Aufgabe 5 von 
Abschnitt 7.1 definierten Größen übereinstimmen. 


2. Zeige. daß aus dem Postulat einer Leibniz-Regel fürs innere Produkt zwi- 
schen Vektor- und Kovektorfeldern für die Kobasis Du! = — ;% w folgt. 
Berechne nun das kovariante Differential von Kovektorfeldern. 


3. Berechne das kovariante Differential von Tensorfeldern unter Verwendung 
einer Leibniz-Regel fürs Tensorprodukt. Berechne nun mittels des Ergeb- 
nisses von Aufgabe 2 das kovariante Differential des Einheitstensorfeldes 
(Komponenten ö}) und des metrischen Tensorfeldes. 
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4. Zeige, daß für Orthonormalbasen, g,x = diag(1,—-1,—-1.-1). die Gleichun- 
gen (7.6.9) mit den Definitionen (Indexwerte 1. 2,3) 


wu 4 sea) wre er 5 e(uri) PX 


komplex zusammengefaßt werden können zu 


ae dr) 5 ui) au. 


5. Zeige, daß im Raum der selbstdualen (komplexwertigen) 2-Formen n. die 
also +7} = in erfüllen, die Formen 


7 zw nwH+ 5 e(uri)w) Au) 
eine Basis bilden und für ihre kovarianten bzw. äußeren Differentiale gilt 


Dn'® = ie(uva)u) & 7 bzw. dAN®) = ie(ur) NA, 


" Zeige, daß (mit 7) = konj.-komplex zu n'")) die 0%) die Zerlegung 
or) = RR, 7”) + RI ze 


besitzen, in der RW), „, durch den Krümmungsskalar. RW.) - 3 Rn Pr 
durch den Weyltensor und RW).z, durch den spurfreien Teil des Riccitensors 
bestimmt sind und umgekehrt. 


7. Aus Aufgabe 3 resultiert, daß die Metrizitätsbedingung (7.6.12) auch Dg = 0 
geschrieben werden kann. Im Kontrast zum Ergebnis (7.6.15) suche man ei- 


ne torsionsfreie Übertragung mit Dg=0, wenng 

a) ein antisymmetrisches Tensorfeld vom Typ (0,2) ist 

b) ein Tensorfeld vom Typ (1.1) ist. 
Hinweis: Die Aufgabe stellt sich als unlösbar heraus, wenn 9 nicht noch wei- 
tere Bedingungen erfüllt. Zeige zu a) als notwendige Bedingung dng=0. 
wenn g als 2-Form aufgefaßt wird. Zu b) zeige man unter Verwendung ho- 
lonomer Basen. daß sich die L',x = L’x, zwischen den aus Dg = 0 folgenden 


Gleichungen g',. = 0. gi 9,7; = 9 eliminieren lassen. wobei die nichttri- 


viale Bedingung 


tet (7.6.19) 


entsteht. (Warum definiert hier die linke Seite ein Tensorfeld?) 
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7.7 Anwendung auf die Berechnung des 
Krümmungstensors spezieller Metriken 


7.7.1 Das Robertson- Walker-Linienelement 


a F dr? i : 
ds? = dt? - R?t) | — + 72462 + r? sin?0 a 
1-kr (7.7.1) 
= Rt N Zul Een Du 


mit der orthonormalen Kobasis (w := Y1 - kr?) 


„“=dt, w'=Rwtd. „’=Rrd. »°=Rrsinddo. (7.72) 


Äußere Ableitung dieser 1-Formen gibt (= ö/dt, ’ = ö/ör): 


du =0. do! = Rw”tdtdr, dw? = Rrdtd6+ Rdrd6, 
(7.7.3) 
dw? = Rrsin Odtdo+ Rsin@dr do + Rr cos# d# do. 


Daraus folgen wegen dab = 45 + wya = 0 mittels (7.6.17) die 1-Formen w*; 
zu 


w'!o = Rw=tdr. x? = wd0. 
wg = Rrd6, w°] = wsinßdo, 


wu= Rrsin6#do, 2 = coshde. 


Wir betonen, daß diese Ausdrücke am besten durch direkten Vergleich von 
(7.7.3) mit (7.6.17) gewonnen werden. So schließen wir etwa aus dw = 0, daß 
we, Aw“@ = 0, also vermuten wir w°, = Vielfaches von „!, das sich dann 
eindeutig aus w°, = w!y und dw! =... ergibt, etc. 

Setzen wir nun in (7.6.9) ein, ergibt sich z.B. 


2, = Ru! dtdr + win Nor + wtz Aw°o — R,» A w, 
lo NS BRGE R h 
xdA=0 xdöAdd=D 


woraus wir 
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ablesen; die übrigen R'y.» verschwinden. da ja rechts die vollständige Zerlc- 
gung von (2'o nach einer Basis von 2-Formen steht. Ein Vorteil unserer Metho- 
de besteht also darin, daß verschwindende Komponenten häufig nicht explizit 
berechnet werden. Analog wird 


022, = RdtdO + Rdrd9 + 0? Aw!o +w?3 Awo 


= Eu ru? + Rdrd# + Rdddr 40 = Gew", 
m 
—=0 
5 
R’go2 = ne —R’o20, 


die übrigen R%y.n verschwinden wieder. Die Übereinstimmung R?yoa = Rlyoı 
ist nicht etwa Zufall. sondern drückt die Rotationssymmetrie der Metrik aus. 
r. 6, © sind ja nach Konstruktion von ds? Orthogonalkoordinaten auf einer 
Hyperkugel. wie etwa r, 6 Orthogonalkoordinaten auf einer gewöhnlichen Kugel 
mit dem Linienelement 


dr? 


er do? 


do? = 


sind. Dabei sind natürlich die Richtungen der r- und ö- Linien in jedem Punkt 
vollkommen äquivalent. und nur durch die notwendige „ungeschickte” Wahl 
des Koordinatensystems gehen r und @ in de? so verschiedenartig ein. Im auf 
die holonome Kobasis dr. do bezogenen Tensorformalismus bleibt dieser Un- 
terschied bestehen. de? ist ja keinesfalls unter „Drehungen“ 


dr cosa sina dr (MM ( dr ) 
(> )Pl2 le, ER do 
in 77 invariant, da die Basis (dr.do) orthogonal. aber nicht normiert ist. In 
den Formen w! = w-!dr. w2 = rde ist do? = (u!)’ + (2)? invariant gegen 
‚k Daher werden die auf die orthonormale Basis be- 


Rotationen #’ — M'kw U D 2 
zogenen Krümmungskomponenten im Fall der Kugel die geometrisch evidente 
2 Komponenten nicht der Fall 


Symmetrie aufweisen. während das für holonome 
ist. 
Analoges gilt für das Linienelement (7.7.1). Da im Fall der Hvperkugel alle 


drei Raumrichtungen r. 0. o gleichwertig sind. erhalten wir ohne jede weitere 


Rechnung 
e 
Rlooı = R’oo2 = Roos = E 
und sogar die Berechnung von R?oo2 wäre unnötig gewesen. BR 
Es ist klar. daß für die verbleibenden Komponenten nur noch eine einzige 


Rechnung nötig ist. etwa 
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Abbildung 7.2: Orthogonalkoordinaten auf einer Kugel. 


' 92 
ww R 2 
warn a) 


rR R 
woraus 
Rn = a = Ra 
und wegen der erwähnten Symmetrieeigenschaften 
& R?+k 
Rızı = R’ısı = Rdyg = R 


folgt. Außer diesen und den daraus durch Vertauschung im ersten und zweiten 
Indexpaar hervorgehenden verschwinden alle Komponenten des Krümmungs- 
tensors. 


Der Ricci-Tensor R,, = Rue ergibt sich zu 


R R _Rrk 
= 3 —, — = mo 1) 
Ro=37 Ru=Rn=Ru=-5-2 m 


Rı2 = Ras = Rzı = Ryı = Rp = Ro = 0. 
der Krümmungs-Skalar R = NR. wird 


R _R+k 

R= -3Rı =6- +6 ——, 

Roo usnte 

da ja die Komponenten der Metrik einfach 74; sind. Wir berechnen die ge- 
mischten Komponenten des Einstein-Tensors GH, =R%,- 3°,R: 
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R?+k 

R? 
G!a = G?3 = G°, = G°, = G° = G°; = d. 
Das sind bereits die in (5.7.1. 2) benutzten Ausdrücke. Wir müßten sie zwar 
auf die früher verwendeten holonomen Komponenten umrechnen. doch für eine 
beliebige diagonale Metrik stimmen die Diagonalkomponenten eines beliebigen 
(1.1)-Tensors A in beiden Fällen überein, wenn die Kobasis wie hier gewählt 
ist: Sei 


u =-3 


Gh =Grr@,=ls 


ds? = > gdrgde... "evigil dr, gell. (7.7.4) 
ı 


dann ist 


= lrld. 
A=) 449, 8drt =) Are zur =), ArvVlerlland 2 dr* 
1.k 1.k 


ik 

Az = Vlg* ger A'r- 
A,= Al, 

(7.75) 


(hier wurden die holonomen Komponenten durch Überstreichen gekennzeichnet 
und die Summenkonvention aufgehoben). Dies ist der Grund für die Zweckdien- 
lichkeit der gemischten Komponenten des Ricci- und Einstein-Tensors im Fall 
diagonaler Metrik. da die in bezug auf die anholonome Basis Nab definierten Ten- 
sorkomponenten (z.B. im Fall des Energie-Impulstensors) mit den von lokalen 
freifallenden Beobachtern geınessenen (die ja ein Inertialsystem mit Metrik nas 
benutzen) übereinstimmen. 


7.7.2 Drehinvariante Linienelemente 

ds? = e?edt? - e®dr? - r?d0? - r? sin? 0do®, (7.7.6) 
wobei a = afr.t). b= b(r,t). Wir können die Äquivalenz der #- und o-Richtung 
ausnutzen, wenn wir 


zeidt ui=edr =erdd „°=rsinddo 


als orthonormale Kobasis einführen. Aus 
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du! = eta’drdt. dw! = e®bdtdr, 


dw? = sinddrdo + rcos#dAdeo. dw? = drd6 
ergiht sich (van = —wta!) 


-b 
h e 
wig=erda’dt+eb-*hdr. w, =eti= — „2 
r 


‘ 


-b 
e 

= ud, w° = cos@do. 
rn 


Es genügt wieder aus Symmetriegründen, N°,. 0°,. 02. 02, zu berechnen. 
(Achtung: obwohl „9, = 0, darf N, = 04 A w@, nicht vergessen werden!). 
Wir erhalten 


u = AN Aut. do? = -elbdtde + b’drd6), dw’g = - sinddddo, 


A:= {ca ad + a')+etelab- 2 — b)]. 


und für die Krümmungsformen 


0°, = Au® Aut > R'oı = A 


-b 
e u ee 
era -— feat re “bul)Au? 
r 


=> R’zo2 = -de”?jr = RPzg3, R’yıa = -berarb/r — RPy13. 
1 and Orr ı, 2 
Na=e WANT Heut Aw 
r T 
1 -a-bj e 
>Rn=eb/r=Riyg, Rign=e ® Y/r = Riyız, 


1 ©» 1-e-2% 
9,=-{[—- -I_N\2A.23 2, — e 
3 „3 a JwNnw" > R’yaz = = 


Daraus finden wir für Ras: 


Rn =A-Uer Ry= bern Rezsis 2b/e?2d/r, 
Ra2 = Raz = (a’ — We 22jr (t-e”2)/r2, die anderen = 0, 


für den Krümmungs-Skalar: 
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SR=A-%X0 -De®/r+ (1 - er" 


und für den Einstein-Tensor in gemischten Komponenten: 


1 Wo ’ 

0 2b _pöl 

Go= r (= 3) 
N 20 1 

1 —2b _ rl. 

re G 3)-ch 


N z ee '_h 
Gr = GC, =e lab--b)+te” («" I = ) 
= GP = G°z, Gh — Ibee-d/r. eo = eabgt, = He=28 jr. 


Die G?; sind bereits die in (3.3.24) verwendeten holonomen Komponenten. 


Aufgaben 

1. Sei ds? = dt? - R2(t)do?, wo do? = hu,(z*) dr dr” nur von den raumarti- 
gen Koordinaten abhängt. Drücke Krümmungstensor und Einstein Tensor 
von ds durch R(t) und die entsprechenden Tensoren der 3-Metrik do“ aus: 


5 
Roos = 7 daB- 


R 


. 


.\2 
R’'guv FE (#) (day (Eee dar 34) HÖR zyn- 
Man behandle das nichtdiagonale Linienelement 


ds?’ = 


— 


( = am) du? + 2dudr — r?(d0? + sin?9.do?) 
r 
Lindgqnist. Schwartz und Alisner. 
daß von den holonomen kovarian- 
= 2rn/r? nicht verschwindet. 


(u :=t- r: wegen seiner Bedeutung siehe 
Phys. Rev. 137, 1364 (1965)). Man zeige. 
ten Komponenten des Ricei-Tensors nur Ruu 
Hinweis: Verwende eine orthonormale Basis mit 


2 3 2m g 
am  — dr. 
= (1-2) aus (1 er ) 
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3. Bererhne Gr — 3 9x fiir das Gödelsche Linienelement {K. Gödel. Rev. Mod. 
Phrs. 21. 47 (1949)) 


ds? = (dt + edy? de? —1 1e® dy? - de”. 


t. Berechne den Rieei-Tensor für das Linienelement 


2 
ds? = f?(r) la +4 sin?) ao) — dr?/f? - (r? + 12)(d6? + sin?# do?) 


(vgl. C.W. Misner. J. Math. Phys. 4. 924 (1963). Appendix). Für welches 
fir} ist R,x gleich Null? 


7.8 Integration auf Mannigfaltigkeiten 


Wir haben im Abschnitt 3.4 das invariante Integral einer auf dem Riemann- 
schen Raum definierten skalaren Funktion benutzt. Es zeigt sich, daß die De- 
finition koordinatenunabhängiger Integrale über Mannigfaltigkeiten direkt auf 
äußere Differentialformen höherer Stufe fuhrt. Zunächst aber einige Vorbemer- 
kungen. 

In der speziellen Relativitätstheorie wird der Energie-Impulsvektor eines 
Systems durch 


= / T'.dr* (7.8.1) 


definiert und gezeigt. daß bei Divergenzfreiheit von 7”, die Größen P* nicht von 
c abhängen und Komponenten eines Vierervektors bilden (die Indizes beziehen 
sich auf Cartesische Inertialkoordinaten, und dr’ ist das vektorielle Flächen- 
element der raumartigen Hyperfläche co). Im Riemannschen Raum kann das 
nicht der Fall sein, die Resultate von Integrationsprozessen können hier im- 
mer nur Invariante sein. Denn führen wir im einfachsten Alternativfall eine 
Koordinatentransformation aus, 


pP‘ = [rtaveaate= (Ver. (7.8.2) 


kann im allgemeinen Ir'/öz* = p';(£) nicht vor das Integral gezogen werden. 
so daß die P* kein einfaches Transformationsverhalten zeigen. Tensoren können 
daher nicht als Resultate von Integrationen auftreten. Genauer betrachtet. ist 
das bei (7.8.1) ebenso: Nur bei Lorentz-Transformation und Verwendung carte- 
sischer Koordinaten bilden die P* Vierervektoren. Der Grund ist, daß Lorentz- 
Trausformationen auch aktiv aufgefaßt werden können und Symmetrien des 
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ee sind. wobei in cartesischen Koordinaten die Transformation 
a 4 nn N. kann auch in Riemannschen Räumen mit Symme- 
rn 1 reten. die entsprechenden Erhaltungsgrößen (Aufgabe 1) trans- 

on ann nach der koadjungierten Darstellung der Symmetriegruppe.) 
Be: en Eigenschaft des allgemeinen Riemannschen Raumes gegenüber 
| achen ist einer der Gründe. weshalb es unmöglich ist. Gesamtenergie und 
a re Systems in der Einsteinschen Gravitationstheorie zu 
nn = ur Ai asymptotisch flache Metriken (wie etwa die Schwarzschild- 

rik) lassen sich Gesamtenergie und -impuls angeben, die dann in bezug auf 
‚orentz-Transformationen im Unendlichen einen Vjerervektor bilden. Wir wer- 
en daher im folgenden nur invariante Integrale zu definieren versuchen, und 
ae über den ganzen Raum X" oder über g-dimensionale Teilman- 

altigkeiten G?. die in einem Koordinatensystem x’ durch ihre Parameter- 
larstellung: 


(7.8.3) 


Te; ® » .. $ . . 
3 a. seien. Dabei variieren die u# auf einem Gebiet T des R?. 
Naiverweise würde man zunächst Ausdrücke der Art 


/ A,dt. r Audı'dre. [ Ay da de" de’... (7.8.4) 


Es wird sich allerdings zeigen. 
daß von den A,r jeweils nur 
anden sind daher g- Formen 


bilden. um Invariante als Resultat zu erhalten. 
daß dr’dx*... äußere Produkte sein müssen, SO 
Kr total antisyınmetrische Teil beiträgt. Die Integr 
o, die über G? integriert werden: 


J= L- Jeae" 17.8.5) 


Besonders wichtig im Zusammenhang mit derartigen Integralen ist der allgemei- 
ne Stokessche Integralsatz: Ist die Teilmannigfaltigkeit. über die wir integrieren. 
der Rand dG einer q+ 1 dimensionalen Teilmannigfaltigkeit G (der Rand eines 
Volumens ist die Oberfläche, der eines Fl ks die Randkurve etc.). SO 


ächenstüc 
gilt 
/ nz / do. (7.8.6) 
36 fe} 


Die Beispiele (7.5.4) zeigen. daß (7.8.6) für x den Stokesschen, für u den Gauß- 

schen Integralsatz liefert. 
7 Der etwas langwierige Beweis von (7.8.6) samt genauer Formulierung der 
Voraussetzungen und die formale Definition von 3G ist z.B. in Spivak (1965) zu 
hysikalische Bedeutung von 


finden. Wir wollen hier nur die Berechnung und pl 
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Integralen der Gestalt (7.8.5) erläutern und Ausdrücke für Volumselemente 
herleiten. 

Die Berechnung von (7.8.5) erfolgt durch Zurückführung auf Integrationen 
von g-Formen im R?. Ist o eine q- Form im R®. so zerlegen wir © nach einer 
Kobasis, 


o= fdul X... ndu®. (7.8.7) 


wobei u# (1 =1....,q) cartesische Koordinaten im R? sind, und definieren 


/»- [re (7.8.8) 


Rechts steht ein gewöhnliches q-dimensionales Integral, dessen Koordinatenu- 
nabhängigkeit man leicht einsieht. 

Um die Integrale (7.8.5) zu definieren, ordnen wir o die durch Einsetzen der 
Parameterdarstellung (7.8.3) entstehende g- Form ® co über R zu: 


+ =), rcul®lur))do®, 


Rı Rh (7.8.9) 
dbH re RE: = du! A...Adu!. 


Diese q-Form über R* integrieren wir wie (7.8.7). Wieder kann man verifizie- 
ren. daß f ® «0 nicht vom speziellen Koordinatensystem abhängt. Als Beispiel 
betrachten wir die Form zdyd: + ydzdır + zdrdy im R3, die über den über 
2? +9? < 1 liegenden Teil der Fläche z = zy zu integrieren sei. Mit z = ıy, 
dı = rdy+ ydr folgt dydz = ydydı. dedr = zdydr und daher 


[zavaz +azaz + zaray) - [zwar 
G 
z?+y?<i1 
usw. 
Wir wollen nun versuchen. die bisher formal eingeführten Integrale auch an- 
schaulich als Riemannsche Summen zu interpretieren. Die Tangentenvektoren 


Tu= dur ö; (u =1..... q) (7.8.10) 


an die Parameterlinien spannen in jedem Punkt P einen q- dimensionalen Teil- 
raum fp von Tp auf, den Tangentialraum an G®. Das Integral (7.3.5) ist nun 
der Limes Au® — 0 der Summe von Beiträgen der von den Vektoren 11 Au!. 
vzAu?,... aufgespannten Parallelepipede. Der Beitrag eines solchen Parallel- 
epipeds zur Riemannschen Surnme sollte folgende Eigenschaften haben: 


1) Lineare Abhängigkeit von jeder Kante. 


2) Ein Parallelepiped mit zwei zusammenfallenden 
Kanten gibt keinen Beitrag. 
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Der Beitrag ist also der Wert. den ein multilineares alternierendes Funktional 
über 7? für die Argumente rı..... tv, annimmt. Mit anderen Worten: Zu jeder 
q-Form o auf X” gehört ein Integral über G®. Die Produkte der Differentiale in 
(7.8.4) müssen also äußere Produkte sein. Integrieren wir die Zahlenfunktion 
oltı..... v4) über d@u, so ist das Resultat genau der Wert, den wir mittels 
(7.8.7 - 9) erklärt haben. 

Eine Riemannsche Metrik g auf X” definiert durch 


(ww) =glv.w), vwet, 


die induzierte Metrik = ®*g auf G". Sie erlaubt die Einführung einer Volums- 
messung, indem wir Volumina von Parallelepipeden in den Tangentialräumen 
tp wie im Abschnitt 7.4 ((7.4.12) und Aufgabe 4) erklären. Daraus geht hervor, 
daß den Vektoren v...... v, durch 


Na — |det Yun! vi N... A ve, 


A = Won do) = Hu. tv) 


(7.3.11) 


das Volumen des von ihnen aufgespannten Parallelepipeds zugeordnet wird, 
wenn die v»# die zu den v„ dualen Kovektoren über ip sind. Die g-Form n, 
heißt (pseudo-) skalares Volumselement von G®. 

Für g=n erhalten wir das skalare Volumselement 


dV = Yldetgur]d"r = Videtguleli-.-in)dr" 8... Sdr” (7.8.12) 


von X” selbst in holonomer Gestalt. 


eu. = vldet gel elii -.- in) (7.3.13) 


sind also kovariante Komponenten eines total antisymrnetrischen Beus)) 
Tensors n-ter Stufe, des bekannten e-Tensors (vgl. Konventionen). Fürg=1 
ergibt (7.8.11) das gewöhnliche Linienelement ds für Kurven. Een 
Die x-Operation ermöglicht es, die in (7.8.4) formal Be enen = 
tegrale mit Volumsintegralen in Verbindung zu bringen, d.h.. ihre Be i 
Bedeutung zu klären, wie sie vom R’ her geläufig ist (bei ee H 
pretation von A bedeutet etwa [ Ad die Arbeit. [»(Adz) = [ ie 


Durchflußmenge). So ist etwa für n = t 


fr dr’ dr* dr” dr" = [ Finn elikmn) dr = [row (73.14) 


das Volumsintegral der durch 


Fe E Pu = 4!x (Fikmn dr! dı® dr” dr”) (7.8.15) 
== ıkmn € 
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definierten Funktion F über X*. 

Zu einen Vektorfeld A (bzw. der mit ihm identifizierten 1-Form) betrachten 
wir die Integrale [ A. [ A über eine Kurve bzw. Hyperfläche. Wegen (7.4.14) 
ist 


Aleı) = (A.cı) = m{(A.eı)eı). 
*Ale1.....En-ı) = (KA eı N... Aen-ı) =m(ANEıN...Aenı). 


so daß [A. [*A ihre übliche Bedeutung als Integrale der Tangential- bzw. 
Normalprojektion von A längs der Kurve bzw. Hyperfläche beibehalten. In 
holonomen Komponenten ist 


A=Adr. »A=A'dr., wo 
i (7.8.16) 


u z ® In—i 
my Ei... „det... de 


die Komponenten einer vektoriellen (n — 1)-Form sind, des vektoriellen nor- 
malen Hyperflächenelements der Hyperfläche. Da die +-Operation eindeutig 
umikehrbar ist. haben wir damit gleichzeitig die Bedeutung von Integralen der 
Gestalt 


dr, := 


J= Re. ed 


gefunden. Die Formen dr’! N... Adr"! lassen sich analog als Komponen- 
ten einer tensoriellen (n — 1)-Form auffassen (tensorielles tangentiales Hyper- 
flächenelement). 

Ganz analog könnten wir jetzt neben den skalaren Volumselementen beliebi- 
ger G? noch zwei entsprechende tensorielle einführen (tangential und normal). 
wollen hier aber nur noch den Stokesschen Satz für n = 4. q = 3 explizit 
anschreiben: 


aan = | (Ava), dr = A'.dV. (7.8.17) 
V v ‚2 V 


Aufgaben 


l. a) A‘ sei ein divergenzfreies Vektorfeld, das im räumlich Unendlichen 
genügend stark verschwindet. Zeige. daß das Integral [, 4 dr; dann nicht 
von der speziell gewählten raumartigen Hyperfläche a abhängt und daher 
eine integrale Erhaltungsgröße ist. 


Anleitung: Wende (7.8.17) auf ein Gebiet V an. dessen Rand dV zum Teil 
aus zwei Hyperflächen o und o’ besteht. 
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b) Suche nach Beispielen für derartige Vektorfelder! Beachte, daß die lo- 
kale Energie-Impulserhaltung T'*,. = 0 im allgemeinen nicht zu integralen 
Erhaltungsgrößen führt. Zeige. daß zu jedem Killingvektor v eine Erhal- 
tungsgröße gehört. indem A? = T'*y; gewählt wird. Spezialisiere auf den 
flachen Raum! Wie kommt das gewohnte Transformationsverhalten der Er- 
haltungsgrößen in diesem Fall zustande? 


c) Unter Annahme eines statischen Gravitationsfeldes bilde man für die 
statischen Beobachter (Vierergeschwindigkeit u = (v.v)"V/2r. wo v das Kil- 
lingfeld) die lokale Energiedichte € = T'*u,ux. Ihr Integral über eine zum 
Killingfeld orthogonale Hyperfläche o mit Volumselement dr ist 


E= [Eur 4 [Tran = [weo?ear 


Nur die letztere Größe ist erhalten. der Faktor (v. v)'/? berücksichtigt die 
potentielle Energie des durch T’* beschriebenen Systems im Gravitations- 


feld. 


2. Berechne induzierte Metrik und skalares Volumselement auf den Mas- 
senschalen E = p? + m? der speziellen Relativitätstheorie mit der 


Minkowski-Metrik g = dE? — dp? im Impulsraum (Parameter p): 


2 m 
= (?>) = dp”. n3 = E d’p. 


malen (hier m =. Lichtkegel) 


Beachte die bei Flächen mit lichtartigen Nor Integral [....d’p/E 


auftretende Situation 73 = 0. Das lorentzinvariante 
bleibt aber weiter sinnvoll. 
Flächenelemente koordinatenfrei 


3. Wi E i d tensorielle) 
ee torielle Flächenelement zur 


charakterisieren? In welchem Sinn ist das vekt ä 
Hyperfläche orthogonal. das tensorielle tangential? 


Kapitel 8 


Sternbau und 
Gravitationskollaps 


Die Theorie des Gravitationskollapses hat sich immer mehr zu einem der zen- 
tralen Themen der allgemeinen Relativitätstheorie entwickelt. Eine Fülle von 
Resultaten über kollabierende Objekte wurde hergeleitet. von denen hier nur 
die einfachsten Theoreme über den sphärisch symmetrischen Kollaps bewie- 
sen werden können. Die Theorie des Gravitationskollapses stellt zugleich eine 
Verbindung von Elementarteilchenphysik und Gravitationstheorie her, da die 
in die Theorie des Sternbaues eingehende Zustandsgleichung p = p(p. T) aus 
der Kern- und Hochenergiephysik herzuleiten ist. Eine qualitative, nichtrela- 
tivistische Analyse der Theorie entarteter Sterne soll als Einführung in diese 


Problematik den Anfang dieses Kapitels bilden. 


8.1 Elementare Theorie entarteter Sterne 


Das Leben eines Sternes beginnt mit seiner Entstehung aus einer Gaswolke. 
die sich unter der Wirkung der eigenen Schwerkraft allmählich kontrahiert und 
dabei aufheizt. bis der entstehende Druck der Schwerkraft das Gleichgewicht 
hält. Die Gleichgewichtsbedingung ergibt sich dabei aus einer einfachen Be- 
trachtung der Druckzunahme im Innern eines kugelförmig und nichtrotierend 
angenommenen Sternes. Es ist („Emdensche Gleichungen“) 


ap __EMIN), (8.11) 
dr r? j 
wobei 
Min) = in | per" (8.1.2) 
0 ug“ 
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die im Stern bis zum Radius r enthaltene Masse bedeutet. (8.1.1) folgt dar- 
aus, daß der Druckanustieg dp zwischen r und r + dr der Gravitationskraft = 
Schwerebeschleunigung (GM({r)/r?) mal Dichte (p) entspricht. Um ein einfa- 
ches Bild des Sternbaues zu erreichen. nähern wir im folgenden den Stern durch 
eine Gaskugel homogener Dichte (p = const). (8.1.1, 2) vereinfachen sich dann 
zu 


DE rer (8.1.3) 


oder 


2 
P=pm- 5" Gr. (8.1.4) 


Dabei ist die Integrationskonstante pg der Druck im Zentrum des Sternes. Für 
r=R (Sternradius) muß p = 0 werden: daraus folgt 


2 s 
po = zTGp?R? (8.1.5) 
oder. anders geschrieben. 


Po _ 2tGpR® IM 

p?2” 3 Re "2R 

wobei 24 = 81GpR?/3 der Schwarzschild-Radius des betrachteten Sternes ist. 
Im folgenden werden wir (analog zur Näherung konstanter Dichte p) den 
Druck po im Sternzentrum durch einen mittleren Druck p ersetzen und ferner 
numerische Faktoren (wie etwa die 2 in (8.1.6)) der Einfachheit halber ver- 


nachlässigen. da es zunächst nur auf Größenordnungen ankommt. (8.1.6) wird 
dann 


(8.1.6) 


Das für die allgemeine Relativitätstheorie entscheidende Verhältnis von 
Schwarzschild-Radius zu Radius eines Körpers ist daher durch das Verhältnis 
von Druck zu Energiedichte (pc?) bestimmt. 

8.1.1 Die Zustandsgleichung normaler Sterne 

Um (8.1.7) weiter auszuwerten, müssen wir Annahmen über die Zustandsglei- 


chung der Sternmaterie machen. Allgemein können wir 


SB 
ee) (8.1.8) 


8.1. Elementare Theorie entarteter Sterne 207 


setzen. wobei die dimensionslose Funktion f von Dichte und Temperatur 
abhängt. 

Betrachten wir zunächst Sterne. deren Materie durch ein ideales Gas 
genähert werden kann. Die Gasgleichung pV = RT läßt sich leicht auf die 
Form bringen: 


p KT o 2 
pc? me et 


(8.1.9) 


/= 


wobei m die Molekülmasse. v eine mittlere Molekülgeschwindigkeit und Ag die 
Boltzmannsche Konstante bedeuten. 

Für normale Sterne ist f und damit das Verhältnis von Schwarzschild- 
Radius zu Radius in unserem einfachen Modell eindeutig durch die Temperatur 
(und das Molekülgewicht) im Sterninneren bestimmt. Es ist 

M £ keT ee 

R med 
da kgT im Sterninneren einigen keV entspricht (durch Kernreaktion festge- 
legt). während die Ruhenergie mc? von Wasserstoff (der den Hauptbestandteil 
normaler Sterne bildet) etwa 1 GeV ist. 

Da relativistische Effekte - wie Lichtablenkung 6. Rotverschiebung des von 
der Sternoberfläche emittierten Lichtes Av/v und der relative Massendefekt 
AM/M eines Sternes - von der Größenordnung M/R_sind. (siehe (4.2.5). 
(4.3.27) und Aufgabe 3). erhalten wir die bemerkenswerte Gleichungskette 


| x nn z aM ae f(p.T) > iD 10°. (8.1.10) 
v M R ME PER: 


Die Kleinheit relativistischer Effekte ist daher bei Normalsternen von der Kern- 
physik her bedingt. (8.1.10) zeigt. daß die relativistischen Effekte unabhängig 
von der Größe der Gravitationskonstante sind! R 

Solange Kernreaktionen die Temperatur T aufrechterhalten können. 
brennt der Stern nun stationär auf der Hauptreihe des Hertzsprung-Russel " 
Diagrammes (Sterne von etwa $onnenmasse einige Milliarden ‚Jahre lang: 
schwerere Sterne wesentlich kürzer. da die Leuchtkraft L x M3 ist, während 
der Energievorrat nur proportional zu .M ist). 


8.1.2 Die Zustandsgleichung entarteter Materie 


Wenn die Vorräte an Kernenergie erschöpft sind. kann die hohe TemDeraen. 
und damit der Druck im Sterninneren nicht mehr aufrechterhalten werden. 
und der Stern bricht in sich zusammen. Es werden dabei sehr große rs 
Dichten im Sterninneren erreicht. und es zeigt sich, daß dann wieder besonders 


einfache Verhältnisse vorliegen. 


ee HN ON Here = 
"Siehe z.B. Müller (1964). p- 146. 
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Zunächst haben wir die Zustandsgleichung (8.1.8) im Bereich hoher Dichten 
(p > 10? g/eım”) herzuleiten. Während ein ideales Gas dadurch charakterisiert 
werden kann. daß f(p.T) nur eine Funktion f{T) = ksT/mc? der Temperatur 
ist, wird für lie Materie bei hoher Dichte f = f(p) bei allen für Sternmodelle in 
Betracht kommenden Temperaturen. In diesem Fall bezeichnet man die Materie 
als entartet: 


! /{T) ideales Gas. 
i ae feT = (8.1.11) 
' pP (allgern. Fall) f{p) entartete Materie. 


Bei entarteter Materie ist die kinetische Energie der Teilchen und damit der 
Druck nicht durch die Temperatur bedingt wie beim idealen Gas, sondern 
kommt aufgrund der Unschärferelation durch die gegenseitige Einschränkung 
der Teilchen auf kleine Raumgebiete zustande (Fermi-Entartung). Komprimiert 
man nämlich ein Material - dabei ist es ziemlich gleichgültig. wovon man aus- 
geht - auf Dichten von etwa 10* g/cm’, so nimmt das Material metallische 
Eigenschaften an. und die Elektronen verhalten sich wie ein freies Elektronen- 
gas, dessen Druck wir abzuschätzen haben?. 

Die Elektronen beschränken sich wegen des Pauli-Prinzips (heuristisch ge- 
sprochen) gegenseitig auf Raumgebiete der Größe d?, wobei d ein mittlerer 
Teilchenabstand ist. Nach der Unschärferelation kommt den Teilchen dadurch 
der Fermi-Impuls pr zu. 


pr.dsh. (8.1.12) 


der zur Fermi-Energie er = p},/?2mg der Teilchen führt (mo ist_die Elektro- 
nenmasse?). Zur Herleitung der Zustandsgleichung eines entarteten Gases kann 
man (wenn man wieder von numerischen Faktoren absieht) die kinetische Ener- 
gie kT der Teilchen im normalen Gas einfach durch ep ersetzen: 


—_PE (NR). 
ee er (8.1.13. 14) 


pe? ” me? 1 
mas Pre (R). 


Die beiden Ausdrücke für er beziehen sich dabei auf den Fall nichtrelati- 
vistischer {NR) bzw. hochrelativistischer (R) Elektronen. Der Übergang von 


(8.1.1387 äuf(8.1.14) geschieht etwa bei Pr *= moc oder, mit (8.1.12), bei 


d= h/moc= A. =4-10”''cm. (8.1.15) 


?Siehe Müller (1964). p. 150 und Huang II (1964). p. 107, wo sich eine ausführliche und 
exakte Behandlung der Theorie der Fermi- Entartung findet. 


®Da ep x 1/mn ist, tragen die jeweils leichtesten Fermionen am meisten zum Druck bei. 
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Wenn der mittlere Teilchenabstand d in der Sternmaterie also auf die Compton- 
Wellenlänge A. der Elektronen herabsinkt. erreichen die Blektronen relativisti- 
sche Geschwindigkeiten. Die A, entsprechende Dichte ist 


po x m/A?=m mie/B 3: 107 g/cm?, (8.1.16) 


wenn wir als Moleckülmasse m wieder die des Wasserstoffatoms ansetzen. 
Setzt man (8.1.12) und p = m/d® in (8.1.13. 14) ein. so erhält man als 
Zustandsgleichung 


A 
n=2 p<p (NR) 
p m 
—(p/ po)? 


| pc? m n=1 p>m (R) | \ 


i 
| 


(8.1.17) 


Diese Zustandsgleichung gilt für 10° g/cm” <p<10 gem”. 


8.1.3 Weiße Zwerge 


Wir setzen nun (8.1.17) in die Gleichgewichtsbedingung en) 
ein. Aus M/R = f folgt mit R= (M/M? 


GMC =F (8.1.18) 


oder 


ee (8.1.19) 
MZ pGHH? 


Für jede Dichte p gibt es daher genau eine Masse Mi). bei der ein entarteter 
Stern im Gleichgewicht ist. Einsetzen von (8.1.17) liefert 


in en (=) (8.1.20) 
M(p) = 23? po m 
oder 
1/2 
(2) Me P<P (120) 
Mip) = e ; 
“ c p 7 po 
wobei 
& (mo \”? (8.1.22) 
M.= M{po) (=) 


die Chandrasekhar-Grenznasse ist. 
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(8.1.21) zeigt. daß die durch den Elektronendruck aufrechterhaltenen Ster- 
ne. die Weißen Zwerge, ein Massenspektrum haben, das - in der hier darge- 
stellten einfachen Näherung - für p < pp wie pl’? ansteigt und für p = py die 
Chandrasekliar-Grenze .M.. als obere Schranke hat. (Siehe dazu den linken Teil 
von Abbildung 8.1.) 

Einsetzen von (8.1.16) in (8.1.22) liefert 


ch \? 
M.=m (3) = mag”. (8.1.23) 


Dabei ist die dimensionslose Konstante 


aG = =3,9.107% (8.1.24) 
ch 


die Feinstrukturkonstante der Gravitation. die völlig analog zur Sommerfeld- 
schen Feinstrukturkonstante a ist und die Stärke der Gravitationswechselwir- 
kung in dimensionsloser Form angibt. ac spielt in der Theorie des Sternbaues 
die gleiche Rolle wie a in der Theorie des Atombaues. 

Nach (8.1.23) ist die Zahl A der Protonen in einem Weißen Zwerg etwa 
durch 


A= M./m=0;" x 10%” (8.1.25) 
gegeben. so daß sich als Chandrasekhar-Grenze eine Masse 


M.= mag” =3.7:10°gx1.8Ms 

ergibt (der korrekte Wert ist 1,2 M..). 

Relativistische Effekte sind für Weiße Zwerge von der Größenordnung 
Av AM M mo y 2 Lin) 

r m — a Bz — 10%. 8.1.26 
7 M R m (p/ Po) m ( 
Die Kleinheit relativistischer Effekte spiegelt demnach das Elektron : Proton- 
Massenverhältnis wider. Es ist interessant zu sehen. wie hier allgemeine Rela- 
tivitätstheorie. Astrophysik und Elementarteilchenphysik ineinandergreifen. 

Die Radien Weißer Zwerge sind durch 


62 


R = X.ag (po/p)"/® = 5000 km (po/p)!/6 (8.1.27) 


gegeben, wie in Aufgabe 1 gezeigt wird. 
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,.1.4 Neutronensterne 


Tnsere bisherige Rechnung hat gezeigt. daß für p > 10° g/cm? die Elektronen 
elativistisch werden. d.h. kinetische Energien von der Größenordnung MeV 
ufweisen. Es erfolgt bei diesen Dichten ein allmählicher Übergang zu Neu- 
ronenmaterie. da wegen der hohen kinetischen Energie der Elektronen die 
Yeutronen nicht in Protonen und Elektronen (und Antineutrinos D,) zerfallen 
;önnen. sondern im Gegenteil mittels der Reaktion 


pte > n+tW% 


m Stern Neutronen gebildet werden. Im Dichtebereich zwischen 10° und 
013 g/cm? werden zunächst sehr neutronenreiche schwere Atomkerne wie Ni. 
(332 aufgebaut. Ab etwa p = 3 - 101 g/cm’ existieren dann freie Neutronen 
eben Atomkernen. und bei p = 10°? g/cm” ist schließlich der Übergang zum 
Neutronengas beendet. 

Ab diesen Dichten läßt sich die Zustandsgleichung wieder einfach berechnen. 
la dann analoge Verhältnisse wie bei Weißen Zwergen vorliegen. Bu 
ıen der Fermi-Statistik genügen, baut sich ab p = 10!° g/em” allmählich der 
Neutronendruck auf. wobei die Zustandsgleichung 


p<PL 

; 8.1.28 

Ko = 3 = (pin Be 
pc p > p n= 1 R 


% 3 TV ht 
us (8.1.17 ET tan mn = m = Neutronenmasse hervorge 
(8.1.17) durch die Substitution mo }. Kir die Energiedichte ver- 


(das Neutron ist nun sowohl für den Druck als auc 
ıntwortlich) und 

pı =m/A = 10'6 g/em’ (8.1.29) 

st (A, ist die Compton-Wellenlänge des Neutrons). _ 

rn j A j 

Ersetzen wir ng auch in (8.1.21) durch m. 50 erhalten wir für das Massen 


spektrum der Neutronensterne 


lay "Me P<P (8.1.30) 
M(p) = sed 
durch die Chandrasekhar- 


c 


Die Grenzmasse „M. für Neutronensterne ist gabe: 3 1.23) nur von der Proto- 
Srenze M, wie bei Weißen Zwergen gegeben. da (8.1.23) 


: können. Die 
ä a i Neutronenmasse setzen 
ıenmasse m abhängt. die wir gleich der sammengefaßt. 


Resultate dieser Überlegungen sind in ‚Abbildung er st durch die Bildung 

Der Abfall der Kurve zwischen 10° und 10 gem ER nl Druck der 
ier Neutronen verursacht. die eine Verringerung von = i der Abbildung 
Elektronen bewirkt. In diesem Dichtebereich gibt n 2 ee Wenn 
angedeutet - keine stabilen Sterne. Der Grund dafür ist leicht el 
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10% 10° 10% 10" 10° 10'* 


Abbildung 8.1: Das Massenspektrum entarteter Sterne (elementare Rech- 
nung). 


ein Stern dieser Dichte radial oszilliert und dabei zu p' = p+6p kollabiert. so ist 
bei p’ nur die Masse „M( pP} < M(p) stabil. Der Stern kollabiert daher weiter, 
bis er den Neutronensternast erreicht. 

Relativistische Effekte sind für Neutronensterne von der Größenordnung 


Av AM M Be . 
„m 55 2 (lm) z1. (8.1.31) 


a 


Es 
I 


Bei Neutronensternen liefert die allgemeine Relativitätstheorie daher wesentli- 
che Korrekturen zur Newtonschen Theorie. 
Die Radien von Neutronensternen sind analog zu (8.1.27) durch 


R=& Anac (pı/o)”/® z 5km (pı /p)/6 (8.1.32) 
gegeben. 

Die hier dargestellte einfache Theorie läßt die Ähnlichkeit der beiden Fami- 
lien entarteter Sterne, der Weißen Zwerge und der Neutronensterne. sehr klar 
erkennen. Es ist allerdings zu betonen, daß die hier gewonnenen Resultate nur 
srößenordnungsmäßig richtig sind. So werden z.B. die Radien von Neutronen- 


rechnungen des Massenspektrums von Neutronensternen. Da die Effekte der 


8.1. Elementare Theorie entarteter Sterne >13 


starken Wechselwirkungen (Kernkräfte) zwischen den Neutronen und die Er- 
zeugung von Hyperonen und Pionen theoretisch nur schwer zu erfassen sind, 
ergeben sich wesentliche Unterschiede zwischen den Vorhersagen verschiedener 
Autoren. 


Q5 


7 10 12 14 


Abbildung 8.2: Das Massenspektrum entarteter Sterne (numerische Rech- 
nungen: a) Harrison-Wheeler, b) Cameron, c) Hagedorn). 


Die Entdeckung der Pulsare im Jahre 1967 und ihre darauf folgende Iden- 
tifizierung mit Neutronensternen ist in der neueren astronomischen Literatur 
ausführlich erläutert, so daß wir hier auf eine Schilderung verzichten können. 
Besonders wesentlich haben sich dabei die Resultate der Röntgenastronomie 
erwiesen, die es erlaubt haben, die erste Massenbestimmung eines Neutronen- 


sterns (Hercules X1) vorzunehmen”. 


Aufgaben 


1. Berechne die Radien von Weißen Zwergen und Neutronensternen als Funk- 
tion der Dichte. 


2. Zeige, daß die Schallgeschwindigkeit in entarteter Materie durch 


ze” (8.1.33) 


ASiehe dazu Giacconi, Physics Today. May 1973. p- 38. 
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gegeben ist, Der Pulsar im Crab-Nebel sendet Signale mit einer Periode von 
0,033 sec aus. Können diese Signale durch Vibration oder Rotation Weißer 
Zwerge erklärt werden? 


3. Zeige. daß die Bindungsenergie einer homogenen Massenkugel nach der 
Newtonschen Theorie durch 


_3G.M? oder AM _ Es _3M 


Es=,7 M  M& 5R 


(8.1.34) 


gegeben ist. 


4. Normale Sterne werden instabil. wenn der Strahlungsdruck im Sterninneren 
größer als der Gasdruck wird. Zeige. daß diese Instabilitätsbedingung auf 
M = M. führt. (Korrekt wäre M = 60,.M-.) ac bestimmt daher auch die 
Größenordnung normaler Sterne. Tatsächlich sind keine Hauptreihensterne 
mit M > 60M > bekannt. 


8.2 Die Innenraumlösung und die 
Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Gleichung 


Nach diesen heuristischen Betrachtungen über die Struktur entarteter Ster- 
ne kehren wir zur allgemeinen Relativitätstheorie zurück. Um die Theorie der 
Gleichgewichtskonfigurationen kugelsymmetrischer Sterne aufgrund der Ein- 
steinschen Feldgleichungen zu entwickeln, müssen wir zunächst die Metrik im 
Sterninneren ermitteln, also die zur Schwarzschild-Metrik gehörende Innen- 
raumlösung. 

Allgemein hatten wir in (3.3.16) die einfache Form 


ds’ = e’ di? - e!dr? - 2402 = kw Sur (8.2.1) 


für ein kugelsymmetrisches Linienelement hergeleitet und die G?, in (7.7.6), 
bereits auf eine orthonormale Basis bezogen, berechnet. 

Da wir zunächst statische Gleichgewichtskonfigurationen herleiten wollen. 
können wir in (7.7.6) alle Zeitableitungen weglassen. Die Materie im Sternin- 
neren soll wie in der Kosmologie durch eine ideale Flüssigkeit genähert werden: 


TE =(p+p)uut Sf, (8.2.2) 


so daß in der orthonormalen Basis bei ruhender Materie ee 
diag (p. -p.—p. —p) wird. Die Einstein-Gleichungen ergeben dann mit (7.7.6) 
und v = 2a, \ = 2b 


Aaf1l X i 
G=e (3-2) er (8.2.3) 
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! 


[vr l 
ae 
r 2 


7 


I 
) = g=Rp (8.2. 
Setzen wir e”? = u/r, so folgt aus (8.2.3) 


W“=-Rpr+l (8.2.5) 
oder. integriert. 


u=r-2M(r). (8.2.6) 


wobei (die Regularität von g”” beir = 0 verlangt M (0) = 0!) 


24 (r) := x[ ohr')r”dr'. (8.2.7) 
0 


Damit haben wir den räumlichen Teil do? des Linienelementes bestimmt: 


do? = e!dr? +r?d? = (1 - 2M(r)/r) dr? + r? 40°. (8.2.8) 


Fürr > R(R ist der Koordinatenradius des Sternes) geht (8.2.8) in die räum- 
liche Schwarzschildmetrik über. 
Subtraktion von (8.2.3) von (8.2.4) liefert 


ev +A)=klp+p)r (8.2.9) 


oder 


v(r) = nen | dreir(p+p). (8.2.10) 
Diese Lösung erfüllt offensichtlich A = -v für r > R und geht daher im Au- 
Benraum in die Schwarzschild-Metrik über. Damit ist die Metrik im Innenraum 
des Sternes vollständig bestimmt, falls p{r) und p(r) bekannt sind. 

Zur Berechnung dieser Funktionen dient zunächst die Zustandsgleichung. 
die wir hier der Einfachheit halber als p = p(p) ansetzen wollen. Ferner müssen 
wir die relativistische Verallgemeinerung von (8.1.1) zur Berechnung von pir) 
heranziehen. Diese Gleichung. die Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) Glei- 
chung, kann entweder aus der noch nicht benutzten Feldgleichung Gi = xp 


gewonnen werden oder aus dem Erhaltungssatz 
? 


TF,=0. (8.2.11) 


der schneller das gewünschte Resultat liefert. Für i = 0.2,3 ist (8.2.11) iden- 
tisch erfüllt, während sich für i = I nach kurzer Rechnung 
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dp v' 
ae = 8.2.12 
zu, ( ) 
ergibt. Wir setzen v’ aus (8.2.4) ein und erhalten 
dp _ r(p+P) Eee 
wa I ger 8.2.13 
dr 2 Ei; rj "Rp 


oder. mit (8.2.8): 


ap _ (P+r) an) + 2] 


dr r(r = 2A (r)) 2 


Das ist die TOV-Gleichung, die den Druck im Sterninneren bestimmt. Die 
Randbedingung ist wieder p(R) = 0. 

Als Beispiel einer Lösung der TOV-Gleichung betrachten wir zunächst den 
Fall inkompressibler Materie p = const. Aus (8.2.7) erhalten wir 


M{r) = Bike (r<R). (8.2.15) 


Setzt man das in die TOV-Gleichung ein, so wird 


dp _AnG(p+p)(& +p)r? 


(8.2.16) 
d 8rGpr3 
; r (r en ) 
Mit der dimensionslosen Radialkoordinate 

z= YBrGp/3r (8.2.17) 
vereinfacht sich (3.2.16) zu 

2 
Eu = (8.2.18) 


(pP+Plpe+3p) 1-2 
oder 


p(z) _ vI-?- VI-X? 8.2.19) 
Pr "mM-R N er 


wobei X die Radialkoordinate des Sternrandes bedeutet, für die 


StGp 2M 
x? a 2 Be ra 
3 R R 
gilt. X? gibt demnach das Verhältnis von Schwarzschild-Radius zu Radius des 
Sternes an. Der Druck pp im Sternmittelpunkt wird nach (8.2.19, 20) 


(8.2.20) 


8.3. Energiedichte und Bindungsenergie 217 


n- (8.2.21) 
P 3ı-H-1 


Für 2Af & R geht (8.2.19) in die Newtonsche Gleichung (8.1.6) über. Für 
2MSR ergeben sich dagegen starke Abweichungen. für R = 3(2M ) wird po = 
0, und der Stern bricht zusammen. Ein Stern, der aus inkompressibler Materie 
besteht. muß daher größer als 9/8 seines Schwarzschild-Radius sein. Die Ursache 
für das starke Anwachsen des Druckes ist dabei in dem zweifachen Auftreten 
von p auf der rechten Seite von (8.2.16) zu suchen. Druck erzeugt demnach 
noch mehr Druck. 


Aufgabe 
Berechne e” aus (8.2.10) für p = const. 


Lösung: 


gr 


vi STE =. (8.2.22) 


5 
4 
8.3 Energiedichte und Bindungsenergle 
Nach (8.2.7) ist die Masse eines Sternes durch 


R 
M= ar drr?p(r) (8.3.1) 
0 


hst analog zur nichtrelativistischen Glei- 
ich jedoch davon wesentlich: 

dichte n. da zu p auch die Energie- 
(G1. (5.3.25)) ausgeführt 


gegeben. Diese Formel scheint zunäc 
chung für die Masse zu sein, unterscheidet s 
Zunächst ist p nicht einfach die Baryonendichte n. 
dichte der Kompression zu zählen ist, wie in Kapitel 5 
wurde. 
Ferner ist das Volumselement dV des dreidimensionalen Raumes (t = 
const.) durch 


dV = rdr(1- 2M(r)/r) ? sindd@do (8.3.2) 


gegeben. Die pro Volumseinheit integrierte Massendichte ist folglich nur 


pyı-2M(r/r <P- (8.3.3) 


Es wird sich zeigen, daß dies den Effekt (8.1.34) der negativen Gravitations- 


Selbstenergie ergibt. 
Aus der Form (8.3.2) des Volumselementes 


im Stern durch 


folgt. daß die Baryonenzahl A 
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A= I renfr){1- 2M(r)/r) dr (8.3.4 


gegeben ist. wobei mn die Masse eines Baryons ist. {m ist der Massenstandard. 
in bezug auf den die Kompressionsarbeit und die Effekte der Gravitationsener- 
gie definiert werden. In m ist daher die Masse des zugehörigen Elektrons (im 
Fall von Protonen) bzw. auch die Bindungsenergie des Atomkernes zu berück- 
[ ür Materie am Endpunkt der thermonuklearen Entwicklung ist also 
m genauer als 1/56 der Masse von Fe?® zu definieren.) 

Die Bedeutung des Unterschiedes zwischen (8.3.1) und (8.3.4) wird am ein- 
fachsten klar. wenn wir zum Spezialfall inkompressibler Materie übergehen. Da 
in diesem Fall keine Kompressionsarbeit auftritt. ist n = pP =const. und 


R 


Arn ; Amp _- 
A= — ?(1- 87Gr?o/3)""?dr = —— R’F(X?). 8.3.5 
7 el nGr“e/3) dr mer ) { ) 
wobei X durch (8.2.20) definiert ist und 
X?) = ü laresin X - Xyl1- x] IX®, (8.3.6) 
Die Grenzwerte von f{X?) sind 
R A 
14 5 X?=1420 X<l 
X) = (8.3.7.8) 
dr 
3 X=1. 


Für X = \/8/9. also an der Stabilitätsgrenze, ist f{X?} = 1.64. Die physikali- 
sche Bedeutung von (8.3.5) wird klar, wenn wir diese Relation in der Form 


Mo = mA= M f(2M/R) (8.3.9) 


schreiben. Dabei ist Mo die „preassembly mass“. also die Gasmasse, die man 
braucht. um den Stern zu bilden (Feldtheorie: nackte Masse). Da bei der Stern- 
bildung ein Massendefekt auftritt. ist Mo>M. 

Für den relativen Massendefekt erhalten wir 


AM Mea-M 

MT fear) -1. (8.3.10) 
(8.3.7) zeigt. daß (8.3.10) für 2/7 & R mit der Newtonschen Relation (8.1.34) 
übereinstimmt. An der Stabilitätsgrenze 2M = 8R/9 ist der Massendefekt 
6-4%. Bei Neutronensternen wird nach Abbildung 8.3 ein Massendefekt von 30% 
tatsächlich erreicht. wobei wesentliche Abweichungen zwischen Formel (8.1.34) 
und den Vorhersagen der Einsteinschen Theorie (8.3.10) auftreten. 
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Mid, Ma 


14 15 16 17 18 


Abbildung 8.3: Die Masse von Neutronensternen (Harrison-Wheeler Zu- 
standsgleichung: Mpx ist in der folgenden Aufgabe erklärt). 


A ufgab e 


Post-Newtonsche Näherung. Zeige, daß im Fall kompressibler Materie in erster 
Ordnung in G/e? 


Mpx =Mo+tEc/® +U/e (8.3.11) 
gilt. wobei die Gravitations-Bindungsenergie Ec durch 
M | 
Ec = cf in dM(r) (8.3.12) 
0 


definiert ist und die innere Energie U der Materie durch 


R 
U -1r | r?nedr (8.3.13) 
[6] 


(5.3.25))- Der Massendefekt eines Ster- 
Ec < 0 und (i.a.) U >60 ist. Die 
den Anteile ist physikalisch deshalb 
inneren Energie beitragen, um 
durch die langreichweitige Gra- 


(e ist die spezifische innere Energie. vgl. 
nes hat daher zwei Komponenten. wobei 
Trennung des Massendefektes in diese bei 
möglich. weil es sich bei den Kräften. die zur 
kurzreichweitige Kräfte handelt, während Eg 
Vitationskraft verursacht ist. 
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8.4 Die Geometrie der Schwarzschild-Metrik? 


8.4.1 Die Außenraumgeometrie 


Zum weiteren Verständnis der Gleichgewichtskonfigurationen und des Gravita- 
tionskollapses ist es notwendig. die Schwarzschild-Metrik (SSM) vom geome- 
trischen Standpunkt her genauer zu untersuchen. Das Linienelement der SSM 
lautet 


ds? = (1- 2M/r)dt? - (1 - 2AM/r) 'dr? - r?d0%. (8.1.1) 


wenn wir uns zunächst auf den Außenraum einer Masse beschränken. Zur Ver- 
anschaulichung der geometrischen Eigenschaften der SSM betrachten wir einen 
Schnitt zu einer konstanten Zeit t (da das Linienelement statisch ist. kommt 
es auf den Wert von t nicht an). Ferner setzen wir 6 — r/2. Physikalisch 
bedeutet dies (wenn wir uns die Metrik (8.1.1) durch eine geeignete Innen- 
raummetrik ergänzt denken). daß wir den gravitierenden Körper durch einen 
Schnitt 6 = m/2 in zwei genau gleiche Hälften zerlegt denken und die Geometrie 
auf der Schnittfläche untersuchen. wobei wir uns zunächst auf den Außenraum 
beschränken. Die entstehende Fläche mit Linienelement 


de? = (1-2M/r) dr? + r?do? (8.4.2) 


können wir durch eine Einbettung in einen dreidimensionalen euklidischen 
Hilfsraum veranschaulichen. indem wir dort eine Rotationsfläche suchen, die 
ebenfalls das Linienelement (8.4.2) aufweist. Dazu führen wir im dreidimensio- 
nalen Finbettungsraum Zylinderkoordinaten z. r. o ein. Gesucht ist eine Fläche 
2=:{r) mit Linienelement (8.4.2): 


ds? = dr? +d2? + r?do? 


2 3 (8.4.3) 
z : A e 
= dr? \ + (&) +r2do? = (1 _ =) dr? + r2d62 


oder 
dz\? 2M\" 
(&) -(1-%) za (8.1.4) 


z= +V8M vr -3M. (8.4.5) 


was integriert ergibt 


ty 
ID 
ps 
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Abbildung 8.4: Zur Geometrie der Schwarzschild-Metrik. 


Die Rotationsfläche entsteht daher durch Drehung einer Parabel um ihre Leit- 
linie (Abbildung 8.4). 

In r = 2A ist keinerlei Singularität vorhanden, was etwas überraschend ist. 
Ferner ist zunächst befremdend, daß für r < 2A keinerlei „Raum“ existiert. 


wogegen man intuitiv eine Singularität r — 0 erwartet hätte. 
die wir in Abschnitt 2.1 ent- 


Hier kommen nun die Begriffe zum Tragen. 
wickelt haben. Bei der Definition der differenzierbaren Mannigfaltigkeit haben 


wir nämlich die Forderung vermieden. daß man im ganzen Raum X ein ein- 
nführen kann. Im Falle der SSM 


ziges singularitätsfreies Koordinatensystem ei 
zeigt sich nun. daß die Koordinaten £.r,6.0 ungeeignet sind. um die volle Man- 
nigfaltigkeit zu beschreiben. Erst 1960 zeigte Kruskal®, wie die Mannigfaltigkeit 
maximal ausgedehnt werden kann. und er gab auch ein Koordinatensystem an. 
- das sie voll überdeckt. 

Zur Herleitung des Kruskalschen Ko 
zunächst eine Metrik der allgemeineren Form 


ordinatensystems betrachten wir 


ds = dar -P dr? - rd? 
(8.4.60. b) 


= &(r)(dt? - dr*?) - r?d0%, 


wobei ® = ®(r) und 
dr* := dr/$(r). (3.4.7) 


5Die Übungsaufgaben zu diesem Kapitel enthalten den Beweis verschiedener im Text 
aufgestellter Behauptungen und sind auch zum Verständnis des Abschnittes 8.6 erforderlich. 


$M.D. Kruskal, Phys. Rev. 119, 1743 (1960). 
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Im Falle der SSM. die die Form (8.4.6) hat. ist 


R E r ER 

r" =r+2M/n (35 ® 1) (8.1.8) 
Der Vorteil der Koordinate r* liegt darin. daß radiale Lichtstrahlen einfach der 
Gleichung dt = +dr* genügen. so daß Kausalıtätsprobleme einfach überschau- 
bar werden. Im Anschluß an Kruskal versuchen wir nun. eine Koordinaten- 
transformation (£.r*) — (v.u) zu finden. die diese Eigenschaft erhält. etwaige 
Singularitäten oder Nullstellen von ©. wie sie auch im Fall der SSM auftreten. 
jedoch beseitigt”. Das Linienelement muß daher in den neuen Koordinaten die 
Form 


ds? = f?(u,r) (de? - du?) - r?(u.r)dN2? (8.4.9) 


annehmen. wobei nun die positive Funktion f? anstelle von ® getreten ist. 
Durch Gleichsetzen der beiden Formen des Linienelements sieht man sofort. 
daß die gesuchte Koordinatentransformation von der Form 


u=h(r" +t)+g(r" -1t), 


(8.4.10) 
t=hlr +t)- ol) 
sein muß. wobei g und h willkürliche Funktionen sind und 
= P/ig'H. (8.4.11) 


Dabei bedeutet der Strich wie üblich Ableitung nach dem Argument. Damit 
f? in (8.4.11) positiv und endlich ist. muß jede Nullstelle bzw. Singularität 
des Zählers ®({r) durch den Nenner aufgehoben werden. und zwar für alle t. 
Deshalb müssen h. g die Gestalt haben 

hir’ +t)=ae "9, gr -t)=bert®, (8.4.12) 


wobei a und 5 beliebige Konstanten sind. Der Wert von > ist so zu wählen, daß 


f? = Br) e”?7""/4ab? (8.4.13) 
positiv wird. Im Fall der SSM ist dies für 4 = (4M7)”! der Fall. da dann 
2M 4M? 8a? ; 
2 _ en —r#/2M == rf2M 
f ( )« ab abr ° i 


r 
ist. Wenn wir im Anschluß an Kruskal die willkürlichen Konstanten a =b= 1/2 
wählen. so ergibt sich durch Einsetzen von (8.4.12) in (8.4.10) die gesuchte 
Koordinatentransformation zu 


(8.4.14) 


’Mit Ausnahme echter Singularitäten. die im Fall der SSM in r = 0 auftreten und die in 
Aufgabe 2 diskutiert werden. 
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re ee 
"ya tep(z ) eo (Gar) 
BE ED RE RER 
"Oym Ve (7) ach (m) 


je Umkehrtransformation kann nur implizit angegeben werden, sie lautet 


(8.4.15) 


ut —v (1) (7) 
Zur t 
a te (3) (8.4.16) 


3241? -r 
2 weg 
ee (3): 


Die Eigenschaften dieser Transformation gehen aus Abbildung 8.5 hervor. 

Die Halbebene (t, r > 2A!) wird durch (8.4.15) auf den Quadranten I der 
(u,v)-Ebene an) zeigt, daß die Kurven r = const. Hyperbeln 
in der (u, v)-Ebene sind, während die Kurven £ = const. in Gerade in dieser 
Ebene übergehen. (8.4.16) zeigt aber auch. daß das Linienelement (8.4.9) auch 
in den anderen Quadranten der (u, v)-Ebene bis zur Kurve r = 0 hin regulär 
ist und kein Grund besteht. diese Gebiete auszuschließen (Abbildung 8.6). 

Man kann zeigen. daß die in Abbildung 8.6 gezeigte Gesamtmannigfaltigkeit 
eine maximale analytische Ausdehnung der Schwarzschild-Mannigfaltigkeit ist. 
d.h.. jede Geodätische dieser Mannigfaltigkeit kann bis zu unendlichen Werten 
des affinen Parameters (siehe die Aufgaben zu Abschnitt 1.2 und Abschnitt 
11.2) erstreckt werden, oder sie trifft bei einem endlichen Wert desselben auf 
die Singularität r = 0 (Übungsaufgabe). Die Formeln (8.4.15) stellen dabei 


nur im durch die Schwarzschild-Koordinaten beschriebenen Quadranten die : 


ri 


Umkehrung von (8.4.16) dar, in den anderen Quadranten der ausgedehnten’ "* 


Mannigfaltigkeit gelten andere Umkehrformeln?. 

Um die räumliche Struktur der Schwarzschild-Geometrie zu veranschau- 
lichen, haben wir zu Beginn dieses Abschnittes eine Reihe von Schnitten 
t = const. betrachtet. Diese Schnitte gehen alle durch den Ursprung der (u. v)- 
Ebene und überdecken nicht die volle Mannigfaltigkeit. Um die Geometrie der 
gesamten Mannigfaltigkeit zu untersuchen. müssen wir daher eine andere Reihe 
raumartiger Schnitte, z.B. v = const., 9 = n/2 wählen!” und Einbettungsdia- 


gramme dieser Flächen angeben (Abbildung 8). 


SLäßt man auch das negative Vorzeichen der Quadratwurzei in (34.15) zu, so erhält man 
auch den Quadranten III der (u, v)-Ebene. Dies entspricht genau den beiden Vorzeichen in 
(8.4.5) und der oberen plus unteren Hälfte von Abbildung 8.4. 

9Eine Tabelle ist bei M.D. Kruskal, loc. cit.. angegeben. 

!ADiese Schnitte sind jedoch vor beliebigen anderen raumartigen Schnitten in keiner Weise 


ausgezeichnet. 
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Abbildung 8.5: Transformation auf Kruskal-Koordinaten. 


Für v = 0 stimmt der Schnitt mit der vorher konstruierten Fläche (8.4.5) 
überein. Etwas später erreicht der Schnitt bereits etwas kleinere Werte von r 
als ZM7, bis bei v = 1 schließlich r — Ö erreicht wird. Bei negativen v-Werten ist 
das Verhalten genauso, so daß wir insgesamt das Bild einer zunächst expandie- 
renden (v < 0) Metrik erhalten, die in v = 0 einen Moment der Zeitsymmetrie 
hat und für Werte» >0 wieder kollabiert, bis schließlich bei v — l der Wert 
r = erreicht wird. Für noch größere Werte von u müssen wir die Schnitte wie 
in der Abbildung angegeben legen, so daß immer mehr Punkte inr — Ü zusam- 
menfallen. Es ergibt sich damit das Bild eines immer weiter fortschreitenden 
Kollapses. 

Die volle Kruskal-Mannigfaltigkeit erweist sich damit als dynamische. 
zeitlich veränderliche Geometrie. Wie ist dieses Bild mit dem einer stati- 
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Abbildung 8.6: Gesamtmannigfaltigkeit und Schwarzschild-Koortinaten. 


schen, zeitlich unveränderlichen Schwarzschild-Metrik zu vereinen? Daß die 
Schwarzschild-Metrik statisch ist, könnte man anschaulich etwa dadurch be- 
gründen. daß es möglich ist. in ihr ein zeitlich unveränderliches Gerüst ein- 
zubauen, das die einzelnen Punkte mit einer Vielzahl von Streben miteinan- 
der verbindet. Durch Abmessung dieser Streben könnte man die Geometrie 
der Schwarzschild-Metrik dann empirisch bestimmen. Die Knotenpunkte die- 
ses Gerüstes haben Weltlinien. die in Abbildung 8.8 gezeigt sind. nämlich die 
Linien r = const.. 9 = const., 6 = const. j 

Dieses Gerüst läßt sich im Raum jedoch nur bis zur = 2M konstruieren. 
da - wie die Abbildung zeigt — die Weltlinien mit r = const. < 241 keine zeit- 
artigen. sondern raumartige Linien sind. Daher läßt sich die Behauptung. daß 
die Schwarzschild-Metrik statisch sei. nur für den Teilr > 2) aufrechterhal- 
ten, während der bei Kruskal neu hinzukommende Teil mit 0<r < 24 nicht 
durch ein statisches Gerüst (statische Beobachter) ausgemessen und beschrie- 
ben werden kann. Um die volle Kruskal-Metrik zu beschreiben. ist eine Schar 
von Beobachtern (Teilchen). die etwa Weltlinien u = const. haben. nätig. Wie 
man aus Abbildung 8.8 ersieht, beginnen die Weltlinien dieser Beobachterklasse 
zunächst alle in r = 0, expandieren dann zu endlichen r-Werten. die für =0 
ihr Maximurn erreichen, und kollabieren schließlich für v > 1 sukzessive wieder 
zu r = 0. Man überlegt sich leicht, daß vom Austritt aus der Singularität r = 0 
bis zum Wiedereintritt eine endliche Eigenzeit vergeht {Aufgabe 2), Dies zeigt 
klar den dynamischen Charakter der Kruskal-Metrik. 

Abschließend wollen wir noch das Verhalten von Lichtstrahlen. d.h. die 
Kausalzusammenhänge in der Kruskal-Metrik studieren. Da radiale Lichtstrah- 
len einfach durch du = +dv gegeben sind. also durch gerade Linien mit Neigung 
+45° in der (u. v)-Ebene. hat der Lichtkegel die gewohnte speziell-relativistische 
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Einbettungsdiagramm für 
raumartige Schnitte r = const 


Abbildung 8.7: Schnitte durch die Kruskal-Metrik für verschiedene v-Werte. 


Abbildung 8.8: Ist die Schwarzschild-Metrik statisch? 


Form. Wie Abbildung 8.9 zeigt. zerlegt der Lichtkegel. der vom Ursprung der 
{u.v)-Ebene ausgeht, den Raum in vier Teilbereiche. 

Region I und III werden von den Linien r — const. > 2A] erfüllt, d.h.. 
dort liegen die Weltlinien normaler Beobachter (statisches Gerüst). Diese Be- 
obachter können Signale aus der Region IV erhalten und Signale nach IT senden 
{oder auch selbst nach H fallen oder aus IV gekommen sein). Jedes Teilchen 
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Abbildung 8.9: Kausalzusammenhänge in der Kruskal-Mannigfaltigkeit. 


dagegen. das einmal in die Region II eingetreten ist. läuft notwendig nach end- 
licher Eigenzeit in die Singularität r = 0, ein Teilchen, das in IV ist. muß vor 
endlicher Zeit aus der Singularität r = 0 gekommen sein. II und IV heißen 
daher auch „katastrophale Regionen“. Eine Kausalverbindung von Punkten in 
I mit III ist - wie die Abbildung zeigt — nicht möglich. Diese beiden Regionen 
entsprechen dem oberen und unteren Teil der Rotationsfläche (Abbildung 8.4). 
so daß die beiden asymptotisch flachen Räume kausal nicht verbunden sind. 
Allerdings kann ein Beobachter in II Signale aus beiden Räumen empfangen. 
ein Beobachter in IV Signale in beide Räume senden. Die Singularität inr = 0 
ist also durch einen Ereignishorizont von der Außenwelt r > 2A/ abgeschirmt: 
im Außenraum können Ereignisse, die in Region II stattfinden, prinzipiell nicht 
beobachtet werden. 


8.4.2 Die Innenraumgeometrie 


Nach diesem Studium der Geometrie im Außenraum einer Masse wenden wir 
uns der Innenraummetrik zu. Dabei beschränken wir uns auf inkompressible 
Materie. also konstante Massendichte. Der räumliche Teil des Linienelements 


(8.2.8) 
do? = (1 - 8rGpr?/3) "dr? + rd, (8.4.17) 


ist dann - vgl. (2.8.10) - das Linienelement eines Raumes konstanter (positiver) 
Krümmung, also einer Hyperkugel mit Radius 


A= (3/87Gp)"”. (4.8.18) 


228 Kapitel 8. Sternbau und Gravitationskollaps 


fe 


Wenn wir wie zuvor # = 7/2 setzen, können wir die entstehende zweidimen- 
sionale Fläche anschaulich im dreidimensionalen Einbettungsraum darstellen. 
wobei sich eine Kugel ergibt. (Abbildung 8.10). 


0) R 


Abbildung 8.10: Innenraumlösung und Materieverteilung. 


Die Materieverteilung reicht dabei nur zu einem maximalen Radiusr =R. 
wie in der Abbildung gezeigt. Die in (8.2.17) eingeführte dimensionslose Koor- 
dinate ist r=r/A.X = R/A. X =1 heißt, daß die Materieverteilung einer 
Halbkugel entspricht. während X < 1 kleinere Kugelsektoren ergibt. In Ab- 
bildung 8.10 ist ferner der Winkel 9 mitsin3= R/JA=X gezeigt. der sich 
zur Charakterisierung von Massenverteilungen als zweckmäßig erweisen wird. 
Damit haben wir ein Bild von der SSM des Innenraumes. die glatt an die SSM 
des Außenraums anzuschließen ist (Abbildung 8.11). In der Abbildung sind drei 
Massenverteilungen verschiedener Dichte, Radius und Teilchenzahl eingezeich- 
net. die alle zur gleichen Außenraummasse AI gehören. Die Abbildung zeigt 
auch, daß wir in der ersten Analyse nur einen Teil der möglichen Massenkonfi- 
gurationen erfaßt haben. da diejenigen Innenraumlösungen. die mehr als einer 
Halbkugel entsprechen (3 > /2). nicht berücksichtigt wurden. Allerdings sind 
alle Lösungen mit 3 > arcsin ,/8/9 = 63° instabil. 


Aufgaben 


1. Formal kann die F; Tage, inwieweit die Schwarzschild- Geometrie statisch oder 
dynamisch ist, durch Untersuchung des betreffenden Killing-Vektorfeldes 
beantwortet werden: vgl. (2.9.8, 9). Setze das Vektorfeld. das für r > 2M 
durch ö, gegeben ist!!, mittels der Kruskal-Transformation in den Bereich 
0 <r<2M fort. Zeige, daß es für r < 2M raumartig, aufr =2M lichtartig 
wird. 

Lösung: Es ist 4419, = ud, + vö,; das Viererquadrat davon ist 


1m Gegensatz zum Differentialsymbol dt ist das Symbol d nur eindeutig. wenn klar ist 
oder angedeutet wird. welches Koordinatensystem {t,...) benützt wird. Vgl. dazu die in der 
Thermodynamik übliche aufwendige Schreibweise partieller Ableitungen! 
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Abbildung 8.11: Volle Schwarzschild-Metrik. 


Pu)? ?). 


2. Radiale Geodätische in der SSM. Zeige. daß für ein radial in der SSM frei 
fallendes Teilchen der Zusammenhang zwischen Eigenzeit s nemalals 
ordinate r durch (siehe (4.3.9)) 


i 
_(rRR=n\’, a at (% 3 ı) (8.4.19) 
2M 8M R 


gegeben ist. wobei R der Maximalwert von r ist. der für s = 0 erreicht 
Idung 8.12). Überlege dazu. daß 


wird (Bahn mit negativer Energie. Abbi Übe 
gemäß (8.4.16) r eine auf der Kruskal- Mannigfaltigkeit überall wohldefi- 
nierte Koordinate ist: nur £ ist über r = 2M hinweg ungeeignet! ‚Zeige. 
daß die Eigenzeit vom Austritt aus der Singularität r = 0 bis zum W ieder- 
eintritt endlich ist. Bei welcher Eigenzeit wird r = 2M erreicht? Schätze 
diese Zeiten für physikalisch interessante Situationen ab. Welche Relatio- 
nen gelten für Geodätische mit R = © und für solche mit F > 1 (siehe 
(4.3.9)). also positiver Gesamtenergie? Mit 1- 2r/R= cosr erhält man die 


Parameterdarstellung 


r= Me s= YRB/8M (r - sinr-r) (8.4.20) 
5 
für den radialen Fall in die Singularität. Vergleiche mit (5.7.18, 19 
3. Die Singularität in r = 0. Um zu zeigen. daß in r= 0 eine echte are 
rität vorliegt, die nicht auf eine ungünstige Wahl des Koordinatensystems 
zurückzuführen ist, berechne 
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r=0 


Abbildung 8.12: Radiale Geodätische und Eigenzeit. 


a) den Riemann-Tensor für die SSM mit Hilfe der in Abschnitt 7.7 angege- 
benen Formeln. 
Resultat: 


2a M 
Roi = 735 = Ra.  Rızız = 73 = "Rome (8.4.21) 


(und daraus durch Symmetrien hervorgehende Komponenten), Diese Kom- 
ponenten beziehen sich auf eine orthonormale Basis, wie in Abschnitt 1.7 
angegeben. Berechne daraus den Kretschmann-Skalar R,jkuRY* x 76, aus 
dem Effekte der Basiswahl eliminiert sind. Da er für r — 0 divergiert. liegt 
dort eine echte Singularität vor. 


b) Zeige, daß (8.4.21) in der Form 


2M 3M 
Rıkım = — 3 Mit Mem Tim Ma) + 73 Ba Yam — Ik Yam + Im Vi — Bam Yet) 
(8.4.22) 
geschrieben werden kann, wobei Mk = diag(1.-1,—1, -1), 3 = 


diag (0.0.-1.—1), y,, = diag (1,—1.0,0). Dabei gibt der zweite Term in 
(8.4.22) Abweichungen von der lokalen Isotropie an (vgl. (2.8.2)). 
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in der 1-Richtung hervor. Zeige. daß dabei die Matrizen y. 3, 7 und damit 
die Krümmungskomponenten (3.4.22) invariant bleiben. (8.1.21) gibt also 
auch die Komponenten des Krümmungstensors im mitfallenden Bezugssy- 
stem an. unabhängig von dessen Geschwindigkeit. 


d) Um die Auswirkungen des unendlichen Rıxım zu untersuchen. betrach- 
ten wir eine Anzahl benachbarter Teilchen. deren Weltlinien durch den Pa- 
rameter v unterschieden seien, während u = s die Eigenzeit entlang der 
Weltlinien sei. Welche Kraft F* ist zwischen den Teilchen notwendig. damit 
der Abstand dr" benachbarter Teilchen sich im Laufe der Bewegung nicht 
ändert (gemessen im mitfallenden Inertialsystem)? Verifiziere das Resultat 
am Beispiel zweier in der SSM ruhender Teilchen! (Verwende (2.7.9) für 
A! = v* = dr’ /ds.) 

Resultat: Im mitbewegten Inertialsystem ist die Kraft 


F'= m R'gko ör* (8.4.23) 


notwendig. um die Teilchen in konstantem Abstand zu halten. 

Da in der Singularität R’yko — ©, werden die Gezeitenkräfte (8.4.23) in- 
nerhalb beliebiger Strukturen (Festkörper, Atome, Elementarteilchen) un- 
endlich groß. so daß diese Strukturen vernichtet werden. Daher ist auch die 
Kruskal-Mannigfaltigkeit nicht über die Kurve r = 0 hinaus fortzusetzen. 
(Es sei hinzugefügt. daß die Diskussion von Singularitäten beliebiger Metri- 
ken nicht in gleicher Weise geführt werden kann. da die physikalische Bedeu- 
tung solcher Metriken nicht klar ist. Man vergleiche dazu den instruktiven 
Dialog in R. Geroch, Ann. Phys. (N.Y.) 48. 526 (1968). sowie den Artikel 
von Tipler et al. in Held (1980). Vol. 11.) 

4. Die Metrik einer geladenen Masse (Reissner- Lösung!?). In dieser Übungs- 
aufgabe soll schrittweise die Geometrie in der Umgebung einer geladenen 
Masse hergeleitet werden (Reissner- Lösung). 

a) Zeige, daß der Einstein-Tensor für ein Linienelement der Forın (8.4.62) 
gegeben ist durch ({r) := r®(r)) 


A=-aA=W-Yr. == u /2r. G%=0 sonst. (8.4.24) 


b) Welche Bedingungen müssen an einen Energie-Impulstensor Tık = 
diag (p.pı.p2. pa) (orthonormale Komponenten) gestellt werden. damit die 
Lösung der Einstein-Gleichungen die Form (8.4.6a) hat? 
Resultat: 

12}, Reissner, Ann. Phys. Lpz. 50, 106 (1916). 
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Fa) 
p+p=0. m=m M= (mp). (8.4.25) 
c) Eine wichtige Klasse von Lösungen ergibt sich für den Ansatz pa = Ypı 
(7 = const.): 
pe P3 Eu 
Paper gr " 
8.4.26 
N KI on 2 
ur +1 r 


wobei g und MM Integrationskonstante sind. Diese Lösungen umfassen: 

a) Das de Sitter-Universum; es ergibt sich für y = 1. M = 0. Dann wird 
T,x = qnx. so daß der Energie-Impulstensor des Vakuums (5.5.3) resultiert. 
wobei g= A/r. Das Linienelement 


j i 1 
ds? = ( > 3”) di? — (1 = 3”) dr? — r?dN? (8.4.27) 


ist das des de Sitter-Universums in anderen Koordinaten (vgl. Aufgabe zu 
Abschnitt 5.7). 

3) Das Schwarzschild-Linienelement (g=0, M #9). 

+) Das Schwarzschild-Linienelement bei Annahme einer nichtverschwinden- 
den kosmologischen Konstante A oder das de Sitter-Universum mit zusätz- 
licher „Punkt”"masse ergibt sich fürg #0. M £#0,7 =1. Das Linienelement 
ist in diesem Fall 


: —1 
ds? = ( en #2) dt? - ( mn 3”) dr? - r?dN?. (8.4.28) 
r 3 r 3 


6} Die Reissner-Lösung erhält man für y = -1, M #0, q=e?/2. Es ist 


2 

€ 
se ee, 4.29 
ik = 5 iag(1.—1.1,1), (8 ) 


2M  xe? 2M 
ds?’ = |1- < Jar -[ı- 
£) ( = + 2) dt (i = + 


Bresee 


(84.30) 


Diese Lösung entspricht dem Gravitationsfeld einer geladenen Masse. da der 
Energie-Impulstensor des elektromagnetischen Feldes (siehe Abschnitt 9.3) 


8. 


or 


13].C. Graves. D.R. Brili. Phys. Rev. 
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Tr = Fr, Fr 3 9% Fan" (8.1.31) 


für ein radiales elektrisches Feld Fo x 1/r? gerade die Form (8.4.29) hat. 
Da in Schwarzschild-Koordinaten die Kugeloberfläche durch 4rr? gegeben 
ist, folgt aus der Flußerhaltung der Abfall der Feldstärke x 1/r® (siehe auch 
Aufgabe 2 zu Abschnitt 9.3). Bemerkenswert ist. daß (8.4.30) aus der SSM 
durch die Substitution M — M— ne? hervorgeht. Diskutiere diese „Mas- 
senrenormierung“! 

©) Die Reisner-Lösung mit kosmologischer Konstante (= de Sitter mit gela- 
dener „Punkt“masse). 


. Eigenschaften der Reissner-Lösung 


a) Berechne den Riemannschen Krümmungstensor für (8.4.30) mit Hilfe der 
Formeln des Abschnittes 7.7 und zeige. daß auch hier R;kım durch die Ma- 
trizen n. 3, y der Aufgabe 2 ausgedrückt werden kann. so daß die dort unter 
c und d angeführten Eigenschaften auch für geladene Massen gelten. 


b) Für e? > M? ist ®(r) für alle Werte von r positiv. so daß r biszur=0 
eine raumartige Koordinate ist. Die Singularität inr = Oist von keinem Er- 
eignishorizont verhüllt und läßt sich vom Außenraum her untersuchen. Sie 
heißt daher auch nackte Singularität. Entsprechen Elementarteilchen (falls 
wir sie als Punktteilchen nähern können) nackte Singularitäten? 


c) Für e? < MM? hat ®(r) Nullstellen für r,2 = M + VM?- e?. Diese Null- 
stellen müssen durch zwei Transformationen der Form (3.1.28) eliminiert 
werden. wobei die Koordinaten u}. vı im Bereich x >r > r, und die Koor- 
dinaten us. v, im Bereich r, > r > 0 brauchbar sind. wobei der Stückelungs- 
radius r, willkürlich zwischen rı und rz gewählt werden kann. Abbildung 
8.13 zeigt diese Koordinatenbereiche, wobei in der zweiten Kruskal-Ebene u 
zeitartig und v eine raumartige Koordinate ist, da dort das Vorzeichen von 
&(r) nicht von + nach —. sondern von — nach + wechselt. 


Nach Durchqueren der Anschlußlinie @) kommt man wieder in eine Kruskal- 
Ebene analog zu (u1.vı). die jedoch einen anderen Raum x > r > r, Te- 
präsentiert, der nicht mit dem ersten identifiziert werden darf jun geschlos- 
sene zeitartige Linien zu vermeiden). Die Reissner-Metrik mit e“ < \/ hat 
daher nicht nur zwei „Bereiche im Unendlichen“ (wie die SSM). sondern 
unendlich viele. Ferner kann man sich im Gebietr < rı (also innerhalb des 
Ereignishorizontes) beliebig lange aufhalten, ohne notwendigerweise die Sin- 
gularität r = 0 zu treffen. Man geht dabei dauernd in neue Kruskal-Ebenen 
über und kann sogar wieder in ein Gebiet r > rı gelangen, allerdings Dieb 
in das ursprüngliche. Diese kurz gehaltenen Anhaltspunkte sollen den Leser 
vor allem zur Lektüre von Originalarbeiten!? anregen. 

120. 1507 (1960); B. Carter, Phys. Letters 21. 123 


{1966): Artikel in DeWitt & DeWitt (1973) 
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m |o® 


Abbildung 8.13: Zwei Kruskal-Ebenen der Reissner-Lösung. Das linke 
Diagramm ist für x > r>r, gültig. das rechte fürr, >r >0. Die 
beiden Linien sind zu identifizieren. um vom einen Koordinatenbe- 
reich in den anderen zu gelangen. wie am Beispiel einer Geodätischen 
(strichliert) gezeigt ist. 


8.5 Gravitationskollaps 


Im ersten Abschnitt dieses Kapitels haben wir gesehen, daß ein Stern, dessen 
thermonukleare Energie verbraucht ist. durch den Druck entarteter Elektronen 
bzw. Neutronen aufrecht erhalten wird. Dies ist allerdings nur für Sterne mit 
weniger als (etwa) zwei Sonnenmassen möglich. Wenn schwerere Sterne ihren 
Kernbrennstoff verbraucht haben und Druck und Temperatur im Sterninneren 
nachlassen. müssen sie daher entweder einen Teil ihrer Masse abstoßen und so 
auf M < 2M; kommen. oder sie erleiden einen Gravitationskollaps, der ein 
„schwarzes Loch“ als Endzustand hat. Mit diesem Gravitationskollaps wollen 
wir uns hier beschäftigen. wobei wir uns vorerst der Einfachheit halber auf 
exakt kugelsymmetrische Situationen beschränken. 

Um die physikalischen Vorgänge beim Kollaps richtig einschätzen zu 
können. berechnen wir zunächst die Dichte eines Sternes, dessen Radius R 
gleich seinem Schwarzschild-Radius 24 ist: 


2GCM 3M\"? 
= R =) (8.5.1) 
oder 
RR; BL ee 3 8.5.2 
= 327G3.M? 27 " g/em M i ( IR ) 


Für Sterne von einigen Sonnenmassen ergeben sich beim Kollaps sehr kom- 
plizierte Verhältnisse. In der kritischen Phase des Kollapses, wenn nämlich 


Bi 
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der Sternradius nur mehr wenig größer als der Schwarzschild-Radius ist. errei- 
chen diese Sterne die Dichte von Kernmaterie. wodurch große nicht-gravitative 
Kräfte entstehen und komplizierte hydrodynamische Vorgänge einsetzen. 

Ganz einfache Verhältnisse liegen dagegen vor. wenn eine Masse von der 
Größenordnung einer Galaxis kollabiert. Aus (8.5.2) ergibt sich. daß die kri- 
tische Dichte dann etwa die von Luft ist (p ® 103 g/cm?). Nicht-gravitative 
Kräfte können demnach vernachlässigt und der Kollaps des Gebildes!* durch 
einen freien Fall angenähert werden. Dies entspricht der Näherung. daß wir in 
der Zustandsgleichung den Druck p = 0 setzen, die Materie also als inkohären- 
ten Staub betrachten. Wegen des Fehlens nichtgravitativer Kräfte folgt dann 
jedes Staubteilchen einer Geodätischen. so daß sich ein einfaches Modell des 
Kollapses ergibt. das im folgenden analysiert werden soll. 

Zur Zeit t = 0 sei eine momentan statische Massenkonfiguration mit X «1 
(R > 2M) gegeben. die dann im Lauf der Zeit frei fallend kollabiert. Rea- 
listisch gesehen. werden bei diesem Kollaps Strahlungseffekte (Emission elek- 
tromagnetischer Strahlung bzw. von Neutrinos) auftreten. die aber in dem hier 
betrachteten Modell zu vernachlässigen sind. Die Masse M bleibt daher von au- 
Ben gesehen konstant, so daß die Außenraummetrik durch die Kruskal-Metrik 
gegeben ist. Die Sternoberfläche. die zugleich die Grenze der Gültigkeit der 
Außenraummetrik bildet, ist in der Kruskal-Metrik durch eine Geodätische zu 
repräsentieren, die zur Zeit t = 0 (u=0) vom ursprünglichen Radius R (ent- 
sprechend U = YRf2M - 1 exp{R/4M)) ausgeht und dann frei fallend zu 
r =0 kollabiert. 


Abbildung 8.14: Kruskal-Metrik und Sternoberfläche. 


Abbildung 3.14 ist eigentlich alles. was über den sphärisch-syrnmetrischen 
Kollaps wichtig ist, bereits zu entnehmen. Das Teilchen. das die Sternober- 
fläche repräsentiert. geht nach endlicher Eigenzeit (siehe (8-4.19)) durch den 
Schwarzschild-Radius r = 2M hindurch und erreicht zur Eigenzeit 


s= r{Rjsıry? (8.5.3) 


i4jm folgenden wieder „Stern“ genannt. 
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den Punkt r = 0. Vom mitfallenden Beobachter auf der Sternoberfläche gese- 
hen. dauert der Kollaps daher nur endliche Zeit bis zur Erreichung der Singu- 
larität. 

Ganz anders erscheint die Situation. wenn man sie durch die Schwarzschild- 
Zeitkoordinate t beschreibt. Der Durchgang durch den Schwarzschild-Radius 
erfolgt hier für £ = x. Einen Beobachter im Außenraum. der sich an einem 
konstanten \ert von r. etwa r = R. aufhält, erreicht ein Signal. das von 
der Sternoberfläche im Augenblick des Durchgangs durch den Schwarzschild- 
Radius ausgeht, erst int = x. Da t (bis auf einen konstanten Faktor) für 
diesen Beobachter die Zeitkoordinate darstellt. dauert der Kollaps bis zum 
Schwarzschild-Radius also für den Außenraumbeobachter unendlich lange Zeit. 

Für den Außenraumbeobachter tritt daher nie der Fall ein. daß nur ein 
„schwarzes Loch“, also eine Singularität, zurückbleibt. der kollabierende Stern 
sendet vielmehr zu allen Zeiten Licht aus. Allerdings ist dieses Licht zunehmend 
rotverschoben, wobei für radial emittierte Lichtstrahlen die Rotverschiebung 
exponentiell mit der Zeit zunimmt: 


AA 
es 
Auch die Leuchtkraft des Sternes nimmt rapid ab. wobei sowohl die zunehmen- 
de Rotverschiebung als auch die Tatsache wichtig ist, daß in gleichen Eigen- 
zeitintervallen von der Sternoberfläche abgehende Photonen in immer größeren 
Zeitintervallen beim entfernten Beobachter ankommen. Die Berechnung der 
Leuchtkraftabnahme erfordert auch die Berücksichtigung nichtradialer Photo- 
nen und wurde von Ames und Thorne! durchgeführt. Das Resultat ist 


A —e 


= et/"M. (8.5.4) 


Lxexp (u) j (8.5.5) 


Der Stern erlischt also nach außenhin sehr schnell, wobei die charakteristische 
Zeit durch 


tn 3Y3M > 2.5-10°°s ( Rn ) (8.5.6) 
gegeben ist. Daher ist der Ausdruck „Schwarze Löcher“ für kollabierende Sterne 
gerechtfertigt, wenngleich diese Objekte nie wirklich völlig schwarz werden. 
Interessant ist. daß in diesen Spätphasen des Kollapses die zu Abbildung 4.1 
erwähnte instabile Kreisbahn von Bedeutung ist, die für Photonen in der SSM 
beir = 34 existiert. Eine Anzahl von Photonen wird nämlich dort zunächst 
gespeichert, so daß sich eine Photonenwolke bildet. deren Auflösung für die 
Luminosität des Sternes in der Spätphase verantwortlich ist. 


!5W.L. Ames, K. Thorne, Astrophys. J. 151, 659 (1968). 
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Der Abbildung 8.14 können wir aber noch eine andere wichtige Tatsache 
entnehmen: Wenn das Teilchen. das in der Abbildung die Sternoberfläche re- 
präsentiert. den Schwarzschild-Radius r = 24 durchquert hat. können belie- 
bige Druckeffekte den Kollaps zur Singularität nicht mehr aufhalten. Denn der 
Lichtkegel. der etwa von Punkt B der Abbildung ausgeht, erreicht beiderseits 
die Singularität r = 0. Druckeffekte können aber die Weltlinien nur innerhalb 
des Lichtkegels verändern, so daß der Kollaps zu r = 0 unausweichlich erscheint. 
Beliebige Kräfte. mögen sie noch so stark sein, können damit den Kollaps nur 
verhindern. wenn sie vor dem Erreichen von r = 24 wirksam werden. Es ist 
dies die wichtigste Aussage der Theorie des Gravitationskollapses: sie erscheint 
in ihrer Unausweichlichkeit und Strenge unakzeptabel, da ein Kollaps bis zu 
einem „Punkt“ kaum vorstellbar ist. Allerdings gilt das hier hergeleitete Resul- 
tat zunächst nur im Fall perfekter Kugelsymmetrie und ohne Berücksichtigung 
quantenmechanischer Tunneleffekte. 

Wir haben bisher bei der Diskussion des Gravitationskollapses nur die Au- 
Benraummetrik betrachtet. die nun durch Hinzufügung einer Innenraummetrik 
zu ergänzen ist. Dabei müssen wir wieder von einem möglichst einfachen Modell 
ausgehen, um zu analytischen Lösungen zu gelangen. Das einfachste Modell. das 
bereits in der klassischen Untersuchung von Oppenheimer und Snyder verwen- 
det wurde. geht von einem Stern konstanter Dichte po aus. Für negative Zeiten 
t <0 sei eine der in Abbildung 8.11 (volle SSM) gezeigten inkompressiblen 
Massenverteilungen mit Dichte po gegeben, so daß die räumliche Metrik im In- 
nenraum ein Raum konstanter Krümmung, diejenige im Außenraum die SSM 
ist. In £ = 0 soll sich die Zustandsgleichung plötzlich verändern (dies ist unser 
Modell des Erlöschens der Kernreaktionen), und aus inkompressibler Materie 
soll schlagartig inkohärenter Staub mit der Zustandsgleichung p = 0 werden. 
Als Anfangsbedingung liegt daher für t = 0 eine Innenraumlösung vor. die ei- 
nem momentan statischen. konstant (positiv) gekrümmten Raum entspricht. 
der mit Materie konstanter Dichte po. aber verschwindenden Druckes erfüllt 
ist. Dies ist aber genau diejenige Bedingung, die das geschlossene Friedmann- 
Universum (siehe 5.7.15, 18, 19) im Moment seiner maximalen Ausdehnung 
erfüllt!®. Auch dort ist der dreidimensionale Raum von konstanter Krümmung. 


momentan statisch und von inkohärenter Materie konstanter Dichte erfüllt. 


Allerdings entspricht die in der Theorie des Gravitationskollapses verwendete 
Innenraumlösung nur einem Sektor a < 3 des Friedmann-Universums, wie Ab- 


bildung 8.10 zeigt. der glatt an eine äußere Schwarzschild-Metrik angeschlossen 


werden muß. 


Da die Anfangsbedingungen übereinstimmen, muß auch der weitere zeit- 


liche Verlauf des Gravitationskollapses der gleiche sein wie beim Kollaps eines 
Universums in der Kosmologie. wobei allerdings der Stückelung von Friedmann- 
und Schwarzschild-Lösung einige Aufmerksamkeit zu schenken sein wird. 

dern die anderen Friedmann-Universen. Das flache 


BESUESEHFEEN ER rENBE DRG REISHERENEBERNe RE u 
16 F 
Andere Anfangsbedingungen erfor en mer a Snder ner 


Friedmann-Universum etwa wird in der 
wendet: Phys. Rev. 56, 455 (1939). 
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Fassen wir zunächst die wichtigsten Formeln (5.6.10. 7.17. 18) über das 
geschlossene Friedmann-Universum zusammen. wobei wir uns auf den radialen 
Teil des räumlichen Linienelementes beschränken: 


ds? = a?(r)(dr? - da?). (8.5.7) 


ar) = Fu -cosr), 
A 


t= er -sint-m). 
Die Eigenschaften von (8.5.7) wurden bereits in Abschnitt 5.9 diskutiert und 
gehen am klarsten aus Abbildung 5.16 hervor. Die größte Ausdehnung des 
Universums - und damit der Augenblick der Zeitsymmetrie - wird für r = r 
erreicht. also zur Zeit t = 0.1" Die Konstante A. die die maximale Ausdeh- 
nung des Universums angibt, hängt dabei mit der Dichte Po im Augenblick der 
Zeitsymmetrie durch (8.4.18), also 


A= (3/87Gp)V? (8.5.9) 


zusammen. Für den Gravitationskollaps ist das Linienelement (8.5.7) auf den 
Bereich 0 < a < 3 einzuschränken. da das Friedmann-Universum bei der 
Geodätischen a = 3 = const.. nr <r < 2 abzuschneiden ist, die den frei- 
en Fall (Kollaps) der Sternoberfläche angibt. 

Die Lösung der Einstein-Gleichungen im Außenraum des kollabierenden 
Sternes ist durch die Kruskal-\letrik gegeben. die Abbildung 8.14 zeigt. Sie 
ist ebenfalls an der Sternoberfläche abzuschneiden. so daß sich Abbildung 3.15 
ergibt. 

Die Identifikation von Punkten (in der Abbildung als Beispiel A) erfolgt 
dabei dadurch. daß auf der Geodätischen, die die Sternoberfläche darstellt. in 
beiden Diagrammen die gleiche Eigenzeit vergangen sein muß. Setzen wir in 
(8.4.20) R= Asin 3. 2A = 837GpoR?/3 = R?/A?, so folgt 

r= Au —-cosrjsind=a(r)sind. s= Ar -sinr rm). (8.5.10) 
Da im Friedmann-Universum t die Eigenzeit ist, zeigt ein Vergleich von (8.5.10) 
mit (8.5.8). daß Punkte mit gleichen Werten von r auf den beiden Diagrammen 
zu identifizieren sind!®, Aus beiden Formeln ergibt sich übereinstimmend, daß 


vom Einsetzen des Kollapses bis zur Erreichung der Singularität (r = 0) die 
Eigenzeit 


171n 18.5.8) wurde eine Verschiebung des Zeitursprungs vorgenommen. um den Beginn der 
kollabierenden Phase auf = 0 zu legen. 


1 Allerdings ist der Wert von r dem Kruskal-Diagramım nicht direkt geometrisch zu ent- 
nehmen. sondern nur auf dem Umweg über (8.5.10). 
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Abbildung 8.15: Innenraum und Außenraum beim Gravitationskollaps 
(Friedmann-Universum und Kruskal-Metrik). 


gjem 


-1/2 
= 7 zu 5 (3/876p)"? —2.1-10°s | = :) (8.5.11) 


für einen auf der Sternoberfläche mitfallenden Beobachter vergeht. Die so de- 
finierte Dauer des Kollapses hängt damit nur von der anfänglichen Dichte und 
nicht von der Größe des Sternes oder sonstigen Parametern ab. Für einen Stern 
von etwa der Dichte der Sonne (po 1 gem?) ergibt sich eine Kollapszeit von 
rund einer Stunde. 


Die Raum-Zeit-Geometrie in der Umgebung des kollabierenden Sternes kann 
durch verschiedene raumartige Schnitte zerlegt und anschaulich gemacht wer- 
den. In Abbildung 8.16 sind zwei Serien derartiger Schnitte angegeben. Sie 
zeigen. wie unterschiedlich das Bild des Kollapses bei den (durchaus gleichbe- 
rechtigten) Schnittserien wird. 

Die Zerlegung der vollen Raum-Zeit-Geometrie durch raumartige Schnitte 


ist daher beim Gravitationskollaps nicht geeignet, ein klares Bild der Vorgänge 
Jorgänge beim Kollaps können nur durch Raum- 


zu geben. Die zeitabhängigen V 
Zeit-Diagramme (Abbildung 8.15) einigermaßen anschaulich dargestellt wer- 


den. 
Abschließend wäre noch zu zeigen. daß die Stückelung von Friedmann- 


Iniversum und Kruskal-Metrik wirklich alle Anschlußbedingungen an der 
Sternoberfläche korrekt erfüllt. Da die Durchführung dieser ziemlich mühsa- 
men Aufgabe keine neuen physikalischen Erkenntnisse bringt. wollen wir sie 
hier unterlassen und den interessierten Leser auf die Originalliteratur!? verwei- 


sen. 


Rev. 56, 455 (1939). oder Hoyle, Fowler, Burbidge 


ISR, Oppenheimer. S. Snyder. Phys. 
d & Schücking (1965). 


and Burbidge. Ch. 3 in Robinson. Schil 
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Abbildung 8.16: Veranschaulichung der Raum-Zeit-Geometrie durch ver- 
schiedene raumartige Schnitte. 


8.6 Die Kerr-Metrik 


Während wir zum Kollaps eines nichtrotierenden, kugelförmigen Sternes ein ex- 
akt lösbares Modell angeben und durchrechnen konnten, werden wir uns beim 
nichtsphärischen Kollaps auf eine kurze Diskussion der wichtigsten Resultate 
beschränken müssen. Zur Vorbereitung stellen wir eine im Jahre 1963 von R.P. 
Kerr? aufgefundene exakte stationäre. axialsymmetrische, im räumlich Unend- 


RP. Kerr, Phys. Rev. Lett. 11, 237 (1963). Siehe auch B. Carter. Phys. Rev. 174, 1559 
(1968) wegen der hier verwendeten Koordinaten und einer Bestimmung der Teilchenbahnen 
und Kruskalartiger Erweiterungen, und Chandrasekhar (1983). 
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lichen flache Lösung der Einsteinschen Vakuumgleichungen vor, von der man 
zunächst hoffte. sie würde die Metrik in der Umgebung einer gleichförmig ro- 
tierenden Masse beschreiben. Es ist jedoch bis heute keine befriedigende Innen- 
raumlösung wie in Abschnitt 8.2 für die SSM bekannt, und ihre physikalische 
Bedeutung kristallisierte sich erst später heraus (siehe folgende Abschnitte). 
Sie lautet (in Boyer-Lindquist-Koordinaten) 


sin 


Ä j 2 
462 = Alat - asin? 0do)? - EP (m? +.02)d6 - adt)?- 
PR pP 


2 
Zar? - 402. P=r+a?co’d, A= r? 2 Mr +a?. 


(8.6.1) 


Für a = 0 geht sie in die SSM über. für M =0 erhält man die flache Metrik in 
krummlinigen Raumkoordinaten. und durch Vergleich mit (4.5.11) zeigt man 
leicht. daß die Kerr-Metrik für kleine a dem Feld einer langsam rotierenden 
Masse M = ce? M/G mit Drehimpuls 


J= Mca (8.6.2) 


entspricht. Statt 7 wollen wir im folgenden öfters die „geometrisierte“ Größe 


peGıje (8.6.3) 
äche hat. Wie bei der SSM kann auch 


verwenden, die die Dimension einer Fl 
2 /4r die Geometrie in der Umgebung 


hier durch die Substitution MM — M re 
einer geladenen, rotierenden Masse erhalten werden (Kerr-Newman-Lösung)”". 
Stationarität und Axialsyınmetrie der Metrik ist erkennbar durch die Un- 
abhängigkeit der metrischen Koeffizienten in (8.6.1) von L und 4. Daher sind 
ö, und 8, und auch jede Linearkombination mit konstanten Koeffizienten Kil- 
lingvektorfelder. Für Beobachter. deren Weltlinien überall von Vektoren ei 
nes Killingfeldes berührt werden, ist die lokal registrierte Geometrie im Lauf 
der Zeit invariant (vgl. Abschnitt 2.10). Weltlinien der Form u =r.o=M. 
r = const., @ = const. erfüllen diese j und repräsentieren daher sta- 


tionäre Beobachter mit der Winkelgeschwindigkeit Q um die Symmetrieachse. 
Statische Beobachter ((} = 0) rotieren nicht gegenüber dem asyınptotischen 


Inertialsystem: ö, ist asymptotisch hyperflächenorthogonal (vgl. (2.9.9)). Die 
Zeitartigkeit der Weltlinien stationärer Beobachter erlegt die Beschränkung 


2 
3 +09,. + 08,) zur 2 r go > 0 
” N R &. Prakash, R. Torrence. J. Math. 
E.T. Newman, E. Couch. R. Chinnapared, A. Exton, : J 
Phys. 6,918 ( 1968). Das | des zugehörigen elektromagnetischen Feldes ist durch 
A,dz! = er{dt — asin? ddo)/p? gegeben. 
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auf, aus der sich an jeder Stelle (r.#) ein erlaubter Bereich von Winkelge- 
schwindigkeiten ergibt: Q_{r.8) < N < N;{r.6). Dabei gilt asymptotisch 
Nx{r.d) » +{rsind)"1. und der statische Wert N = 0 verbleibt im erlaub- 
ten Bereich. solange gu+(r.@) > 0. Die Hyperfläche g+(r.6) = 0 bildet daher 
die Grenze des Gebiets. in dem statische Beobachter existieren und das durch 
Aufbau eines statischen Gerüstes erforscht werden kann. 

Im Gebiet ger(r.0) < 0. der Ergosphäre (der Name wird später erklärt). 
muß ein stationärer Beobachter sign = siga gı, = signa haben. muß also im 
Sinn des Drehimpulses (8.6.2) — und jeder andere Beobachter mit u? #0 - 
um die Symmetrieachse rotieren. (Letzteres folgt ebenfalls aus u? = 1. Ir < 
0). Für Rotverschiebungsexperimente mit statischen Sendern und Empfängern 
ist die Statizitätsgrenze auch eine Fläche unendlicher Rotverschiebung (siehe 
Aufgabe 3). Entgegen dem ersten Anschein ist sie jedoch keine Singularität des 
verwendeten Koordinatensystems. d.h., sowohl die holonomen gik wie die g’F 
bleiben auf ihr endlich. 

Für ja] > M bleibt die Metrik von r = x bis u drinr =0.8=2 
befindlichen ringförmigen (siehe Aufgabe }), für A/ #0 echten (siehe Aufgabe 
2) Singularität frei von Koordinatensingularitäten, da dann im ganzen Bereich 
A > 0 bleibt und man mit etwas Rechnung 


N 


. A 2 si 2 
PR. ("+a+ 2Mra® sin *) 


p? (8.6.4) 
IttI00 - I, = — sin? BA 


findet. Bis zu ihr bleiben die Flächen r = const.. # = const. zeitartig (siehe 
Aufgabe 4), man kann von einer zeitartigen Singularität sprechen. Man kann 
sich überzeugen (siehe Aufgabe 1 zu Abschnitt 8.8), daß es zu jedem Punkt mit 
r > 0 sowohl lichtartige Geodätische gibt. die die Singularität in der Zukunft 
erreichen, wie auch solche. die das in der Vergangenheit tun. Da diese Lini- 
en zur Gänze in ein und demselben Koordinatensystem (t.o,r,#) beschreibbar 
sind. in dem auch die Singularität ein zusammenhängendes Gebilde darstellt, 
handelt es sich hier also um eine nackte Singularität, die aus dem Unend- 
lichen beobachtet werden kann. [Dabei ist ein Unterschied zu der Singularität 
v=-vi+ u? im Sektor IV des Kruskaldiagramms zu betonen. die wohl eben- 
falls aus dem Unendlichen beobachtbar. aber raumartig ist, so daß sie eindeutig 
als vergangene Singularität bezeichnet werden kann wie auch die Anfangssin- 
gularität der kosmologischen Modelle (vgl. Abbildung 5.16). Sie ist von der 
Singularität v= +/1 + u? des Sektors II. dem schwarzen Loch, getrennt. von 
außen unerreichbar („Vergangenheitshorizont“) und tritt in echten Kollapssi- 
tuationen nicht auf, weil dort die materiebestimmte Innenraumgeometrie gilt. 
Gelegentlich wird Sektor IV des Kruskaldiagramms als Weißes Loch bezeichnet 
und ist die exakte Zeitspiegelung des schwarzen Lochs.] 

Wesentlich anders ist die Situation im Fall la x M. Zunächst sehen wir, 
daß längs A{r) = 0 eine Singularität auftritt. Es handelt sich zwar wieder nur 
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um eine Koordinatensingularität. wie man etwa aus der Transformation auf 
Kerrs ursprüngliche Koordinaten mit den Differentialen dt + (r? + a?Jdr/A, 
do + adr/A, dr. dd sehen würde; doch ist von den beiden durch A(r) = 0 
gegebenen Hyperflächen r =r+, wo 


12 = M+yYARr-a. (8.6.5) 


die äußere, r=r.. für das Weitere von fundamentaler Bedeutung. Es handelt 
sich um eine räumlich geschlossene. lichtartige Hyperfläche: dr ist auf ihr ein 
lichtartiger Kovektor (g’”’(r;) = 0). sie wird also vom Lichtkegel jedes ihrer 
Punkte berührt. wobei die Zukunftslichtkegel ins Innengebiet r < r, weisen. 
falls man in Zukunftsrichtung an r = r, herangeht, und ins Außengebiet. falls 
man in Vergangenheitsrichtung an r = r; herangeht. Dies trifft nämlich für 
a = 0 zu (Abbildung 8.5) und kann sich bei stetig variierendem a nur stetig. 
d.i. gar nicht ändern. solange r, überhaupt reell bleibt. Das zeigt. daß (der für 
Außenbeobachter zukünftige Teil) r = r; völlig analog zum Fall der 55M einen 
Ereignishorizont für Außenraumbeobachter darstellt. Aus seinem Innenrauın. 
der auch die (zukünftige) echte Singularität r = 0.9 = r/2 enthält. gibt es aus 
Kausalitätsgründen kein Entweichen. Wir haben somit ein schwarzes Loch vor 
uns. (Da wir eigentlich Endstadien eines Kollapses im Sinn haben. betrachten 
wir hier und von nun an nur mehr die Zukunft des Außengebietes r > r+.) 
Wir wollen daher auf die Untersuchung des Innenraums. der ähnlich wie in 
Abbildung 8.13 fortgesetzt werden kann. verzichten und verweisen diesbezüglich 
auf die Literatur??. Abbildung 8.17 zeigt schematisch Ergosphäre und Horizont 


für die Fälle |a| > M #0 und M 2 Jal. 


es 


iai>M>0 M>ial>0 
Abbildung 8.17: Ergosphäre und Horizont. 


späteren Abschnitte sind noch zwei geo- 


V ö edeutung für die - : ; 
on größter Bedeutung hier herleiten. Das eine betrifft seine 


metrische Details des Horizonts, die wir 


BE RER 
22B. Carter. in DeWitt & DeWitt (1973). 
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lichtartigen Normalen. die gleichzeitig auch seine lichtartigen Tangenten sind: 
Vierervektoren orthogonal zu einem lichtartigen Vierervektor sind ja entweder 
parallel zu ihm oder raumartig. Wir können sie nicht gemäß rgFörl,. = 
9” (r.)ö, bestimmen, da 9’””(r,) = 0. sondern setzen sie als Linearkombina- 
tionen k = 0; + a0, + 3ög an. Zur Auswertung von k?(r_) = 0 benutzen wir 
die Umformung 


2 
. s a _ 2, IJtIoo 9 
Re ge + ago + go + I’ ges = I’ 966 + 960 (90 r 0900)” se a 

oo 
Fürr =r, verschwindet nach (8.6.4) der letzte Term. während goelr+) <0. 
9oolr+) < 0, so daß k%(r,) = O nur durch 3 = 0,a = -gHo(r+)/Yoo(r+) 
erreicht werden kann. Eine kurze Rechnung ergibt daher 


k=d9+0Ns:d0 mit 


Diese Rechnung zeigt auch. daß sich der Bereich erlaubter Winkelgeschwindig- 
keiten stationärer Beobachter, N_(r. Pe) <N<N,;(r.0). bei Annäherung an 
den Horizont auf den einzigen Wert Ns.L. zusammenzieht. der zudem noch von 
# unabhängig ist und daher als Winkelgeschwindigkeit des Schwarzen Loches 
interpretierbar ist. Innerhalb des Horizonts gibt es also auch kein zeitartiges 
Killingfeld und keine stationären Beobachter mehr (Killinghorizont). Die Kon- 
stanz von Rs.;. bewirkt. daß k im ganzen Raum ein Killingfeld ist. Ferner ist 
es auf dem Horizont zukunftsgerichtet. weil z.B. die beiden stetigen. lichtarti- 
gen Vektorfelder 9, +02. (r,0)0, zwischen k(r+) und ö,|,_,,, interpolieren und 
letzteres die Zeitorientierung des asymptotischen Inertialsystems hat. 

Als zweites benötigen wir den Flächeninhalt der geschlossenen raumartigen 
Querschnitte des Horizonts. Um das Öberflächenelement zu finden, bilden wir 
(vgl. Abschnitt 7.8) die auf den Hyperflächen r = const. induzierte Metrik. 
(8.6.1) mit dr = 0, und gehen dann auf den Horizont r = r, über, wo die 
induzierte Metrik wie auf jeder lichtartigen Hyperfläche entartet ist: 


2.42 2 
8 2Mr 

-ds?(r = const. — r,) - FU (« - —ge 2 d0? 

+) aA aa) + 
2Mr,\? a a 

2 + e 
= 4, —) sine (do - ——a). 
pi ( Dr ) sın © 2Mr, 


wobei 9, := p(r.). Daraus folgt für jeden Querschnitt mit der Gleichung t = 
f{6.#) (wo f in o die Periode ?r bat) das Oberflächenelement (vgl. (7.3.11)) 
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un 


2\Mr 
ee ned 
" en (fs do + fa d0) 
= 2 Mr sind | 1- — 
sh ( nr Se) dAAdo 
und die Oberfläche f,_, J nr m zu 
| | 
A:= 8nMr, =8n (M? + VME-P). | eo 


die völlig unabhängig vom gewählten Querschnitt und somit eine charakteristi- 
sche Größe des Loches ist. die in der Zeit weder expandiert noch kontrahiert. 
Aus diesem Grund ist der Horizont hier auch die Grenze des Gebiets. das so- 
genannte gefangene Flächen (siehe nächster Abschnitt) enthält. 


Aufgaben 
1. Zeige, daß die flache Metrik dt? - dr? - dy? _dz? durch die Transformation 
e= Vr2 + a? sin # cos o, y= Vr?+a?sindsino, == r cosd 


t = const. die Flächen r = const. bzw. 
ehellipsoide bzw. einschaliger 
dinatensingularitäten. insbe- 


in (8.6.1) mit AM = 0 übergeht und für 
# = const. konfokale Systeıne abgeplatteter Dr 
Drehhyperboloide bilden. Diskutiere die Koor 
sondere jene bei r = 0,0 = r/2. 


2. Berechne den Riemanntensor zu (8.6.1). zeige Rır =". sowie Riykm = 0 für 
M = 0. und untersuche die Echtheit der Singularitäten bei(r=0.# = r/2) 
und beir =r, im Fall ja| < M (Langwierig!) 

Lösung: In der Bezeichnungsweise von Aufgabe 5 zu Abschnitt 7.6. bezugen 


auf die durch (8.6.1) nahegelegte ort Dee ist 


honormale Kobasis we 
das Ergebnis sogar für die Kerr-Newman-Lösung kaum komplizierter als 
jenes für die SSM: 


Ru, = diag(-21.I.I). RW, = diag (K.0,0). wobei 


2 
I:=[ı} ee) r—- iacos#)”* 
(#7 Ar +iacos®) ( 


ke? 


K:= I Ir - ia cos)“. 


Daraus sind alle Krümmungskomponenten zu entnehmen. insbesondere das 
0. 


Verschwinden des Ricci-Tensors für e = 
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3. Berechne die Rotverschiebung bei Experimenten mit statischen Beobach- 
tern. 


4. Entscheide die Raum- oder Zeitartigkeit der Flächen r = const.. 9 = const. 
für ja} > M und Jaj < M. (Hinweis: Verifiziere und benutze (8.6.4)). 


IL 


. Zeige. daß das durch (8.6.6) definierte Killingfeld unmittelbar außerhalb 
des Horizonts zeitartig ist, falls M/ > |a|. hingegen raumartig für M = jal. 
(Dieses unstetige Verhalten wird ausgeglättet. wenn die volle Familie der 
erwähnten Kerr-Newman-Metriken herangezogen wird.) 


8.7 Allgemeines über Kollaps 
und Schwarze Löcher 


Im sphärisch-symmetrischen Fall konnten wir aufgrund der expliziten Kenntnis 
der Außenraummetrik den Eintritt des katastrophalen Kollapses bis zur Sin- 
gularität allgemein (das heißt bei beliebigen Druckeffekten) vorhersagen, wenn 
nur ein gewisses Kollapsstadium erreicht war. Man kann dieses Stadium nach 
R. Penrose aber unabhängig von Symmetrieannahmen durch die Existenz von 
sogenannten gefangenen Flächen charakterisieren. Zur Erläuterung der Idee 
gehen wir zunächst wieder aufs Kruskal-Diagramm zurück. Aus der Form der 
Hyperflächen r = const. (Abbildung 8.5. 8.8) und der radialen Nullgeodäti- 
schen {Abbildung 8.9) in der Kruskal-Mannigfaltigkeit entnehmen wir folgende 
Tatsache (man beachte. daß Punkte (u.v) des Diagramms eigentlich Kugeln 
der Oberfläche Arr?{u.v). und „Lichtkegel” uFv = uoF vo des Diagramms die 
Zeitentwicklung aus/einlaufender sphärischer Lichtwellenfronten mit der An- 
fangslage (ug. to) repräsentieren): Wenn (uo.vo) in der katastrophalen Region 
II liegt. hat die zugehörige (Kugel-) Fläche Fy die Eigenschaft. daß nicht nur 
die einlaufende. sondern auch die auslaufende Lichtwellenfront mit Fo als An- 
fangslage in Zukunft flächenmäßig abnimmt. Vergißt man in dieser Charakte- 
risierung von Fo die sphärische Symmetrie und behält nur ihre Topologie (und 
Raumartigkeit), erhält man eine Definition gefangener Flächen, die einerseits 
genügend allgemein ist und andererseits bereits zu beweisen gestattet, daß der 
Kollaps nun notwendigerweise bis zu einer Raumzeit-Singularität fortschreiten 
muß. In dieses Theorem gehen neben der uneingeschränkten Gültigkeit der Ein- 
steinschen Theorie (metrische Beschreibung der Gravitation. G,. = —«T,;,) im 
übrigen nur einige allgemeine. plausible Annahmen rein qualitativer Natur ein: 
es wird aber über die detaillierte Natur der Singularität nichts ausgesagt. Die 
uns bekannte Singularität der Kruskal-Mannigfaltigkeit bei r = 0 ist also zwar 
im Detail. aber nicht in ihrer Existenz durch die hohe Symmetrie bedingt. Beim 
Kollaps isolierter Systeme ergibt sich dabei die Alternative. daß die entstandene 
Singularität im asymptotischen Bereich beobachtbar ist (nackte Singularität) 
oder durch einen Ereignishorizont abgeschirmt bleibt {schwarze Löcher). Solan- 
ge die Außenraummetrik noch dynamisch ist, entweicht Gravitationsstrahlung 


1 
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ins Unendliche: da der Energievorrat etwa durch die Gesamtmasse vor Kollaps- 
beginn begrenzt ist. sollte ein stationärer Endzustand erreicht werden. (Details 
dazu. etwa Zeitskalen. sind noch wenig bekannt, wenn ınan von Störungsrech- 
nungen um stationäre Endzustände herum absieht..) 

Überraschenderweise stellte sich 1967/68 heraus, daß das Gravitationsfeld 
statischer schwarzer Löcher auch ohne weitere Symmetrieannahmen bereits 
durch eine SSN gegeben ist, bzw. durch die Reissner-Metrik (8.4.30). wenn 
im Außenraum noch mögliche elektromagnetische Felder in Betracht gezogeu 
werden. (Von anderen langreichweitigen Feldern nichtklassischer Art. die in der 
Teilchenphysik auftreten, sei hier abgesehen.) Es ergab sich die Vermutung. 
daß für stationäre Schwarze Löcher im Außenraum nur eine Kerr-Newman- 
Geometrie in Frage kommt: dies wurde 1975 für den Fall ohne elektromagneti- 
sches Feld auch bewiesen. während im elektromagnetischen Fall der Beweis erst 
1983 (P. Mazur. J. Phys. A15, 3173) gelang. Diese Tatsache wird gewöhnlich 
als „Haarlosigkeit“ schwarzer Löcher bezeichnet. 

Das allgemeine stationäre Schwarze Loch wird daher durch mır drei Pa- 
rameter - Masse. Drehimpuls. elektrische Ladung - bestimmt. Die Erklärung 
dafür. die durch Störungsrechnung um den stationären Endzustand des Kol- 
lapses erhärtet wurde. ist, daß alle anderen Charakteristika der ursprünglichen 
Massenverteilung — etwa gravische, elektrische und magnetische Multipolmo- 
mente - während der dynamischen Phase des Kollapses abgestrahlt werden. 
Für die drei genannten Parameter ist dies aufgrund der Erhaltungssätze nicht 
möglich. B 

Schwarze Löcher erscheinen damit als eine sehr eingeschränkte Menge 
für mögliche Endzustände des katastrophal verlaufenden Gravitationskollap- 
ses. und über die erwähnten Störungsrechnungen hinaus hat man noch we 
nige verläßliche Argumente, die zeigen würden. daß Schwarze Löcher die ein- 


zig möglichen Endzustände sind. Die Alternative. das Zustandekommen von 


nackten zeitartigen Singularitäten (ohne Horizont gegenüber einem asymptoti- 


schen Bereich) wäre allerdings für eine Theorie. die Vorhersagbarkeit a 
äußerst peinlich. Die tatsächliche Form der physikalischen Gesetze nahe einer 


Singularität der klassischen Theorie ist nämlich völlig unbekannt. und dadurch 
ist das Geschehen in Gebieten, deren kausale Vergangenheit eine Singularität 
Bei zeitartigen Singularitäten ist es 


enthält, zunächst völli, unvorhersagbar. Sing a ö 
aber - im Gegensatz = Situation beim Urknall oder bei nn . 
raumartige. vergangene Singularitäten darstellen = keinem Bea ac 2 2 : 
kausalen Zukunft der Singularität möglich, als Provisorium (bis am es = 
nis der Singularitäten) zwischen sich und die Singularität eine a ige Hy- 
ingungen als „experimentell 


= äre Anfangsbed 
nalen hehen von hier an wohldeterminiert und vor 


gegeben annimmt, so daß das Gesc : hin Vorpr 
weiteren Überraschungen sicher wäre - es sei denn. die ee 
wieder. Entsteht eine solche Singularität beim Kollaps. nn x En bar- 
obachter durch keinerlei Horizont abgeschirmt sind. Ban re h es daß 
keit für den Außenraum zusammen. Die (geeignet präzisierte) Hypothese, da 
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vernünftige Anfangsbedingungen nie zu nackten Singularitäten führen. ist als 
„Hypothese der kosmischen Zensur” (cosmic censorship) bekannt. Unbekannt 
ist dagegen. ob oder in welchem Sinn sie in der ART erfüllt ist oder nicht - 
eines der großen ungelösten Probleme der Theorie. 

Wir wollen uns im folgenden weiter mit dem stationären Endzustand des 
Kollapses beschäftigen, von dem wir akzeptieren. daß das Außenraumfeld stets 
durch die Kerr-Netrik gegeben ist. 

Wegen weiterer Details möge der Leser Hawking & Ellis (1973) und die 
einschlägigen Überblicksartikel in folgenden Werken zurate ziehen: DeWitt & 
Wheeler (1968): Hawking & Ellis (1973): DeWitt & DeWätr (1973): Ruffini 
(1977): Esposito & Witten (1977): Lebovitz (1978): Hawking & Israel (1979): 
Perlmutter & Scott (1979): Held (1980): Ruffini (1982). Janis & Porter (1992). 


8.3 Penrose-Prozesse und Oberflächensatz 


Die Bewegung freier Teilchen in der Kerr-Metrik zeigt viele interessante Ei- 
genschaften. So sind etwa stabile Kreisbahnen mit sehr großer Bindungsener- 
gie möglich. Während im Fall der SSM die Bindungsenergie auf einer stabi- 
len Kreisbahn ca. 5.5% erreicht. ist im Grenzfall der extremen Kerr-Metrik 
(‘a — M) eine Bindungsenergie von 142% der Ruhmasse möglich (für Teilchen. 
die auf einer äquatorialen Bahn im Drehsinn der Kerr-Metrik rotieren: siehe 
Aufgabe 1). Diese große Bindungsenergie. die gegebenenfalls in Form von Gra- 
vitationswellen ausgesendet werden könnte. wurde versuchsweise zur Deutung 
der \Weberschen Experimente benutzt. 

Wie B. Carter 1968 zeigte??. lassen sich die Geodätengleichungen in der 
Kerr-Metrik (sowie die Bewegungsgleichungen geladener Teilchen in der Kerr- 
Newman-Metrik) vollständig integrieren. 

1969 wies R. Penrose auf eine interessante Eigenschaft der Ergosphäre hin, 
die wir kurz beschreiben wollen. Nach Aufgabe 2 von Abschnitt 2.9 ist der 
Ausdruck &,u' längs Geodäten konstant, wenn u’ der Tangentenvektor und & 
ein Killingfeld ist. Für £ = ö, in der Kerr-Metrik entspricht F = ıng(d,, u) dem 
Energieintegral, doch ist zu beachten, daß ö, nur außerhalb der Ergosphäre 
zeitartig ist. Da u für physikalische Teilchen stets nicht-raumartig und zu- 
kunftsgerichtet ist. folgt F > 0 für Teilchen, die je ins Gebiet außerhalb der 
Ergosphäre gelangen. Das Produkt zweier zeitartiger. zukunftsgerichteter Vie- 
rervektoren ist nämlich stets positiv; ist aber einer der Faktoren raumartig. 
muß dies nicht mehr der Fall sein. Für Teilchen. die in der Ergosphäre freige- 
setzt werden, braucht F > 0 also nicht mehr zu gelten! Wenn nun ein Teilchen 
I von außen in die Ergosphäre fällt, gilt F} = g(dı,mrur) > 0. Angenommen, 
es erleidet dort einen Zerfall. dann gilt für die Bruchstücke // ‚III nach Verlas- 
sen der (kleinen) Wechselwirkungsregion die lokale Energie- Impulserhaltung 
Miu = Mirurp + Mirrüsrr. also auch Fr = Fır + Frrr. Da Teilchen II und 


2B, Carter, loc. cit. 
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III erst in der Ergosphäre freigesetzt wurden, kann z.B. Fırr < 0 und damit 
Fır > Fr > 0 werden. Es ist dabei kinematisch möglich”. daß Teilchen I/ 
die Ergosphäre verläßt und wieder in den Außenraum gelangt. Die Ergosphäre 
kann daher als Mechanismus zur Beschleunigung von Teilchen dienen. Physi- 
kalisch ist klar (wenn auch in der Probeteilchennäherung nicht mathematisch 
manifest), daß die dazu nötige Energie der Rotationsenergie des schwarzen Lo- 
ches entnommen wird. indem das Loch Teilchen /I/ mit Frrr < O0 absorbiert. 
Die Möglichkeit dieses Prozesses”? hat zu dem Namen Ergosphäre geführt. 

Ein wellentheoretisches Analogon zu diesem Penrose-Prozeß existiert eben- 
falls: unter geeigneten Bedingungen werden an der Kerr-Metrik gestreute Wel- 
len verstärkt (Superradianz).”® 

Einerseits kann also ein schwarzes Loch Teilchen mit F > 0 einfangen und 
dabei Masse und Drehimpuls erhöhen. Wir werden sehen. daß diese Steige- 
rung bis zur extremen Kerr-Metrik (Ja| = A/) führen. eine nackte Singularität 
(la| > Af) aber auf diesem Weg nicht entstehen kann - vgl. die Cosmic Censor- 
ship Hypothese! Andererseits kann durch Penrose-Prozesse die Masse erniedrigt 
werden — aber auch hier ergibt sich eine untere Grenze, die irreduzible Masse 
des Loches. Zur Herleitung betrachten wir den am Horizont lichtartigen Killing- 
vektor k = &,+0s.1.d. Gl. (8.6.7). und die damit verbundene Erhaltungsgröße 
mkuu! = F - Qsı £. wo € := -g(d,.mu) die erhaltene Drehimpulsprojektion 
des Teilchens auf die Drehachse ist. Während nun. wie oben bemerkt. über das 
Vorzeichen von F innerhalb der Ergosphäre nichts ausgesagt werden kann, gilt 
jedoch F - Qs.ı.€ > 0 für alle freien Teilchen. die je den Horizont erreichen. 
Das Produkt eines zeit- und eines lichtartigen Vektors - beide zukunftsgerichtet 
- ist nämlich stets positiv und strebt nur gegen Null. wenn der zeitartige ge- 
gen den lichtartigen Vektor strebt. g(k. u) verschwindet also nur für masselose 
Teilchen mit u”. uP — 0, u? /u® > Qs.r.. also mit Umkehrpunkt an) Horizont. 
Teilchen mit F — Qs.r.t < 0 werden vom Horizont abgestoßen. Wenn nun ein 
Teilchen vom Loch absorbiert wird, bewirkt es für das Loch die Massen- und 
Drehimpulsänderungen dM = F, dJ = £{ (die wegen der Probeteilchenhähe- 
rung infinitesimal anzusetzen sind). wobei aber dM/ -2s. nad. Diese Diffe- 
rentialform - und interessanterweise auch ihr Analogon im geladenen Fall. wo 
3 Variable A. J. e auftreten! - hat einen integrierenden Faktor: aus (8.6.7) 


folgert man leicht 


A y 2Aarı (dA en Qs L d]): (8.3.1) 
dar" Ara 


1. Num. Spec. 252 (1969). R. Penrose. M. Floyd. 


en mn ee hie 
24 EB x a im., Serie I. 5 
R. Penrose. Rivista Nuovo Cim.. Sert Relativistic Cosmology and Space Platforms. in 


Nature 229, 177 (1971): Ruffini & Wheeler. 
Moore & Hardy (1970). . T s 3. J. 
25 Mögliche as: Anwendungen diskutieren a M. Kafatos. Astrophys. J 

ä x, ; ; 370 (1980). 
236. 99 (1986): D. Leiter. Astron. & Astrophys. 89. Se; "Sen, 
a wa W. Ei $. Teukolsky. Nature 238, 211 (1972): J.D. Bekenstein. Phys. Rev 


D7. 949 (1973). 
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bei allen derartigen Einfangprozessen kann also die Oberfläche des Horizonts 
nur wachsen! Analoges konnte auch für den Einfang geladener. spinnender Pro- 
beteilchen gezeigt werden. für die (4.1.13) erfüllt ist?’: der Kehrwert des inte- 
grierenden Faktors ist der Betrag der Beschleunigung von knapp am Horizont 
befindlichen stationären Beobachtern mit "= 0s.;,. (siehe Aufgabe 3). 

Tatsächlich gilt eine weitreichende Verallgemeinerung dieser Bemerkung. 
nämlich der Oberflächensatz von 5. Hawking für nicht notwendig stationäre Si- 
tuationen mit eventuell mehreren schwarzen Löchern: Schwarze Löcher können 
nur entstehen oder verschmelzen. nicht vergehen oder sich verzweigen. und ihre 
Oberflächen. bzw. bei Verschmelzungen deren Summe. können nur anwachsen. 
Die genauen Voraussetzungen?® sind dabei wieder allgemeiner. qualitativer Na- 
tur; wichtig zu erwähnen ist allerdings eine Version der Kosmischen Zensur. wie 
sie in obiger Herleitung von dA > 0 nicht eingeht. 

Beginnend mit Anfangswerten \/g. Jo können wir also im M. J-Raum. 
dem Zustandsraum des Loches. nur Stellen mit A(M.J) > A(Mg. Jo) =: Ao 
erreichen. Man rechnet leicht nach (siehe Aufgabe 4). daß dieses Gebiet die 
untere Grenzmasse Alırred hat. wobei J = 0 und 


1 A, / 
2 
2Mired = 3,4 (Mirrea- 0) — = 2 Kir + u = Je: (8.8.2) 


T 


ferner hat es mit dem Gebiet !J} > AM? nackter Kerr- Singularitäten nur die 
zwei Randpunkte mit A/? = 24/2, gemeinsam (Abbildung 8.18). 

Die Energieextraktionsprozesse vermindern also auch den Drehimpuls. und 

zwar so lange. bis eine SSX der Masse Area vorliegt. die Ergosphäre also 
verschwunden ist. Umgekehrt bewirkt die Vermehrung des Drehimpulses auch 
ein Mindestmaß an Energieerhöhung. 
Die Anwendung des allgemeinen Oberflächensatzes befreit uns bei diesen 
Überlegungen von der Beschränkung auf Einfangprozesse mit freien Probeteil- 
chen (vorausgesetzt. der Ausgangspunkt hat A] # al. vgl. (8.8.1)) und gibt 
uns eine erste physikalische Deutung von Ay (= 16rM2 ..). Er gestattet aber 
noch viel weitergehende Anwendungen. etwa die Bestimmung oberer Schran- 
ken für die Gravitationsenergie. die beim Kollidieren und Verschmelzen zweier 
Löcher zu einem einzigen abgestrahlt wird (Aufgabe 5). Lediglich die Frage. 
ob man bei beliebigen Prozessen nie ins Gebiet nackter Singularitäten gelangt. 
bleibt durch ihn unbeantwortet. weil, wie erwähnt. die kosmische Zensur in 
seine Voraussetzungen eingeht. 

Wann ist ein Einfangprozeß reversibel? Zunächst ist zu beachten, daß sich 
Reversibilität wegen der „Haarlosigkeit” nur auf die Wiederherstellung der ur- 
sprünglichen Werte Ag, Jo beziehen kann — andere Charakteristika besitzt ein 
neutrales Loch nicht. (Der Einfachheit halber betrachten wir auch weiterhin 
den ungeladenen Fall, für den geladenen gelten aber analoge Resultate.) So 


t. Needham, Phys. Rev. D22. 791 (1980). 
"Siehe dazu Hawking & Ellis (1973) oder Hawkings Artikel in DeWitt & DeWitt (1973). 
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J 


Abbildung 8.18: Die Gebiete A > Ao und |JJ| > A. 


ist etwa die Baryonenzahl des hineinfallenden Objekts für den Außenraum un- 


wiederbringlich verloren wie alle Quantenzahlen, die zu kurzreichweitigen Fel- 
dern gehören. aber auch gravische (und elektromagnetische) Multipolmomente: 
dies, so raffiniert auch alle Wiedergewinnungsversuche ersonnen sein mÖgen. 
Um nun die Änderungen dM = F. d.J = € zu kompensieren. ist der Einfang 
eines Teilchens mit f! = -F.€ = -t erforderlich (für F > O0äla Penrose). 


aber auch für dieses Teilchen muß F’ - Os. > 0 gelten. was zusammen mit 
F-—-0s.1.€ > O nur näherungsweise geht. indem beide Größen gegen 0 streben. 
d idealisierte Grenzfälle. die durch 


Das bedeutet: reversible Einfangprozesse sin 
die Bedingung dA = 0 charakterisiert sind. Auch dieses Resultat gilt allgemein. 
nicht nur für den Einfang von Probeteilchen. 


Aufgaben 


1. Finde ein effektives Potential für die geodätische Bewegung in der Aqua 
torebene 9 = r/2 der Kerr-Metrik. Zeige die Existenz von Nullgeodätischen. 
die die Singularität erreichen. sowohl in Zukunfts- wie ın Vergangenheits- 
richtung. (Vgl. (4.3.9). 

Resultat: 


Fu + V(r) = F? nz K. (8.8.3) 


wobei 


ww 
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_ 2UK  B+el(K-F?) 2M 
V(r)= + r 


2, 8.8.4 
: = a (l- Fa) { ) 


Das Potential unterscheidet sich daher nur in den Konstanten von demjeni- 
gen in der Schwarzschild-Metrik. hängt aber von F ab. 


2. Berechne den Radius und die Bindungsenergie der innersten stabilen Kreis- 


bahn in der Kerr-Metrik als Funktion von a. 
Anleitung: Das Potential (8.8.4) hat für A =Lin 


Be S7 [? + 021 - P9) + YRF ae FAR TBAR- ar) 

; (8.8.5) 
ein Minimum bzw. Maximum (siehe Abbildung 4.3). Die innerste stabile 
Kreisbahn ergibt sich, wenn Minimum und Maximum zu einem Wendepunkt 
zusammenfallen. so daß die Wurzel in (8.8.5) verschwindet. Elimination von 
I. F mittels (8.8.3) (wo ? =0) und (8.8.5) führt dann auf 

r? — 12A1r? + 6r? (621? — 0?) - Ba? Mr + 9a! =0. (8.8.6) 


was zur qualitativen Diskussion vorteilhafter nach a aufgelöst wird: 


a\ Ir r F 
En 3 eg; 8.7 
(0) sn +37, Bear 2] D 
(Das andere Wurzelvorzeichen bewirkt stets a? > M2.) 


Die Gesamtenergie eines Teilchens (Masse m). das sich auf der Kreisbahn 
bewegt. folgt aus der Rechnung zu 


Bene m 1- = (8.8.8) 


Zeige. daß die Bahnen mit 6A <r < 9M für Teilchen, die entgegen dem 
Drehsinn der Kerr-Metrik rotieren, möglich sind, diejenigen mit M<r< 
6.M für mitrotierende Teilchen. In Abbildung 8.19 sind die Relationen (8.8.7. 
8) graphisch dargestellt. 


3. Zeige. daß das Vektorfeld k, (8.6.6). nahe dem Horizont in der Ergosphäre 
zeitartig ist. also dort stationäre, nit dem Loch starr mitrotierende Beob- 
achtert= 7,0 = ls; r,r = const., 0 = const. möglich sind. Bestimme den 
Betrag Y—b2 der bezüglich 7 gemessenen Viererbeschleunigung 5 = Du/Dr 
dieser Beobachter im Limes r > r, und zeige, daß er mit dem Reziprokwert 


[8 
—. 


8.9. „Thermodynamik” schwarzer Löcher 


0 3 6 9 r/M 


Abbildung 8.19: Radius und Bindungsenergie der innersten stabilen Kreis- 
bahn für die geodätische Bewegung in der Kerr-Metrik. 


des integrierenden Faktors in (8.8.1) übereinstimmt. also insbesondere von 


6 unabhängig ist. 

Anleitung: Es ist 2 Da 763 = Zus Dirk: Bei der Auswertung kann 
3 O7 E jÄ - .. . 

man durch Benutzung der Killinggleichung (2.9.5) für k die Berechnung 


a 
von Christoffelsymbolen sparen: kuık! = kıuk! = -3(k?).,. Zur beque- 


meren Ausführung des Grenzübergangs r > T} beachte man, daß aus den 
Umformungen bei der Herleitung von (8.6.6) folgt: 


(r+ DT 7.) +0Ur = r4)?). 
Iso\T+ 


Re 


4. Zeige. daß in Abbildung 8.18 die Kurve |J| = 7 die Einhüllende aller 
Kurven A(4/. J) = const. ist und Mirred für J= 0 erreicht wird. 


atzes bestimme man eine obere Schranke für die 


5. Mittels des flächens ; 
a schild-Löcher kollidieren und zu 


abgestrahlte Energie. wenn zwei Schwarz 
einem Schwarzschild-Loch verschmelzen. 


8.9 „Thermodynamik“ schwarzer Löcher 


An den letzten Ausführungen fallen einige offenkundige Analogien zur Gleich- 
gewichtsthermodynamik auf. die wir nachstehend zusammenstellen und dann 
noch seiterfühsen wollen. Die angegebene Form des ersten Hauptsatzes enthält 
einen Term. der sich auf gleichförmig rotierende Systeme bezieht und für den 
wir auf das Lehrbuch Landau-Lifschitz. Bd. V verweisen. 
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Tabelle 8.1: Thermodynamische Analogien. 


Thermodvnamisches System im Stationäres schwarzes Loch 
Gleichgewicht 
Makroskopische Variable — Außenraum-Kenngrößen 


thermodyn. Zustandsvariable 


WS, extensivv (M. J. ER 
N CR EE IR ESIONESWERNEEHSENN intensiv) 
TdS=dU+PAV - NdJ (8.8.1) 


$=S{U,V). enthält die 
vollständige thermodynamische (8.7.6) 
Information über das System 


d5>20 d$=0 dA>20. dvA=0 

Mikrozustände Anfangszustände. die nach Kollaps 
zu Löchern gleicher Außenraum- 
metrik führen 


3. Hauptsatz J = M? physikalisch unerreichbarer 
Limes 


Daß zwischen dem 3. Hauptsatz und der Unzerstörbarkeit des Horizonts 
eine Entsprechung besteht, sieht man daran. daß I /T der integrierende Faktor 
im 1. Hauptsatz und 2M r+(M? — a?)=V2 der integrierende Faktor in (8.8.1) 
ist: T=0 und M = ja|l= [J|/M entsprechen einander. 

Diese Analogie läßt sich formal noch viel weiter ausbauen”®. als wir dies 
hier mit Hilfe von Einfangprozessen illustrieren konnten. So entsteht die Frage: 
in weichem physikalischen Sinn ist A — besser f - A/Sr, wo f ein geeigneter 
Proportionalitätsfaktor ist — als Entropie des schwarzen Loches anzusehen und 
2/Mr{M? — a?)-V2 als seine reziproke Temperatur? Mit anderen Worten: 
kann 4 so wie die übliche Entropie thermodynamischer Systeme in der Boltz- 
mannschen Weise mikroskopisch - informationstheoretisch gedeutet werden, 
und ist ein schwarzes Loch in irgendeinem Sinn ähnlich einem warmen. i.e. 
strahlenden Körper? Schwarze Löcher sind doch durch die Eigenschaft charak- 


EEE IEESSÜIEHGER PURE 
®B. Carter, in DeWitt & DeWitt (1973). 
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terisiert. daß aus dem Innenraum nichts durch den Horizont an die Außenwelt 
dringt danach müßte ihre Temperatur verschwinden und ein Gleichgewicht 
mit Systemen endlicher Temperatur unmöglich sein! 

Ein Indiz für die Klärung dieser Frage ist. daß in der klassischen statisti- 
schen Physik die Entropie $ nur bis auf eine additive Konstante bestimmt 
ist, A jedoch einen durch M =0,J =0 (Hacher Raum) gegebenen natürlichen 
Nullpunkt hat. Erst die Quantentheorie liefert bekanntlich den Absolutwert der 
Entropie also wird die Lösung des Problems Quanteneffekte berücksichtigen 
müssen Dies zeigt sich auch schon bei der folgenden Dimensionsbetrachtung 
zur Bestimmung des Faktors f (kg ist die Boltzmannkonstante) und der Tem- 


peratur: 


va?-a@ A G , G 5 
_—— = dAf- Dsı.d] = — x Energie = —kgT .d—. (89 
2Mrı er Jo ct 5 a? kp 


S/kg ist dimensionslos, also sollte fA/kg dimensionslos sein. An/f = 
Längenquadrat. Aus den Naturkonstanten G. c der klassischen Gravitations 
theorie läßt sich keine Länge bilden. Nimmt man aber das Wirkungsquantum 


A hinzu, erhält man die Planck-Länge 


ZZ x 10”°°cm (8.9.2) 


ip = 3 


der Gravitation. (Wegen einer Deu- 


als fundamentale Länge für Quanteneffekte 
ale) Entropie des schwarzen Loches 


tung siehe Aufgabe). Die (noch immer form 
ist dann bis auf einen numerischen Faktor 


ka ı (8.9.3) 


also insbesondere für ein sphärisch symmetrisches Loch” (J =9): 


knc® M 5 - M 2 
BC A) ze WI). 18.9.4 
SssL > Ch M’=ke (4) kg 10 () ) 


bei 


x 10° g (8.9.5) 


[hc 
Mpr:= G 


die Planck-Masse ist (das ist jene Masse. für die (Comptonwellenlänge = 
Schwarzschildradius). Die entsprechende Temperatur Ist bis auf einen Zahl- 


faktor 


i i Sonne! 
Für M—= Mo; ist dies das 102°-fache der thermischen Entropie der Sonn 
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ce „ vAl-a? 


Pre a 


(8.9.6) 


also für ein sphärisches Loch 


he ı _ 1/MP\ >. ...6/[M: f gi 
Tssı > EN E ( u ) ‚Mexz10 vw ) Kelvin. (8.9.7) 


” 


Es gibt eine Reihe von Gedankenexperimenten. die zeigen. daß die formal 
eingeführten Größen Ts r., Ss.ı. thermodynamische Bedeutung haben. Als in- 
struktives Beispiel greifen wir die Bekensteinsche Lösung eines von R. Geroch 
aufgestellten Paradoxons heraus?!. Von einer weit von einem Loch (SSM der 
Einfachheit halber) entfernten Raumstation (r = const. — >) werde ein mit 
schwarzer Strahlung der Temperatur 7 (> Ts.r.) gefüllter Kasten der Masse m 
an einem Seil langsam zum Horizont hinabgelassen: die Seilwinde treibe einen 
Generator, der eine Akkumulatorbatterie auflade. Die Energie des Kastens an 
der Stelle r ist (vgl. Aufgabe 1 zu Abschnitt 4.3) wegen der vorausgesetzten 
(unendlich) langsamen Bewegung m /1 — 24T /r. der Energiegewinn beim Her- 
ablassen bis zum Horizont daher m {wir setzen im folgenden wieder c = 1). Am 
Horizont wird der Kasten kurz so geöffnet. daß ein Teil der Strahlung (Ruhmas- 
se dm) ins schwarze Loch entweicht. Danach wird der Kasten wieder aufgeseilt. 
wobei die Energie m — dm aufzuwenden ist. Es verbleibt die Energie öm in der 
Batterie. das heißt. die thermische Energie öm wurde mit Wirkungsgrad 7 =1 
in elektrische (und daher auch mechanische) umgewandelt. im Widerspruch 
zu einer der Versionen des 2. Hauptsatzes. Bekensteins Auflösung beruht auf 
der Bemerkung. daß aufgrund der Quantentheorie des Strahlungsgases sinn- 
vollerweise von einem Photonengas der Temperatur 7 nur gesprochen werden 
kann. wenn der Kasten zumindest eine Linearabmessung der Größenordnung 
Amax = Er aufweist. wie sie im Wienschen Gesetz auftritt. Die Kastenmit- 
te kommt dann aber an den Horizont nur bis auf eine Koordinatendistanz ör 
heran, die mit der Eigenlänge Anax gemäß ds$g,, durch 


2M+ör 
dr 


ee 
2M 
2M IT 


Aeammenhang: und in niedrigster Näherung (T > Tyı. Ama & M) 
ör An uf 


8M beträgt. Die Energie des Kastens an dieser Stelle ist daher 
my1l-2M/{2M + ör) = m(ör/2M)V? 2 mTsı./T vor der Entleerung und 
{m —- $m)Tsı./T danach. Daraus ergibt sich der thermische Wirkungsgrad 
97=1-Tsı/T<1, gemäß welchem man durch Vergleich mit der Carnotschen 


Amax 


a a en en 
?1].D. Bekenstein, Phys. Rev. D7, 2333 (1973). 


- 
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Formel dem schwarzen Loch die Funktion eines Reservoirs der Temperatur Ts ı 
zuordnen würde. 

Historisch ist an diesem Gedankenexperiment bemerkenswert”. daß es lo- 
gisch unabhängig von Untersuchungen an der Kerr-Metrik zur Temperatur 73 ı 
der SSM führt. die dabei auch weniger formal auftritt als in den vorhergehen- 
den Untersuchungen: dennoch wurde es erst nach den Untersuchungen an der 
Kerr-Metrik angestellt bzw. von diesen angeregt! Natürlich erklärt es nicht, 
warum die Temperatur Ts. ;. nicht auch anderweitig in Erscheinung treten soll, 

Wie sieht es nun in obigem Experiment mit der Entropie-Version des zwei- 
ten Hauptsatzes aus? Da die Wärmemenge öm abgegeben wurde, tritt im 
äußeren System (Kasten + Generator/Motor + Batterie) ein Entropieverkust 
65 = -6m/T auf. Dies kann mit dem 2. Hauptsatz nur in Einklang gebracht 
werden. indem man zum Gesamtsystem = (Schwarzes Loch + Außeres Sy- 
stem) übergeht. ähnlich wie bei der Lösung des Paradoxons vom Maxwellschen 
Dämon. wo die Photonen zu berücksichtigen sind. die der Dämon benötigt. 
um seine Informationen zu erhalten®®. In unserem Fall müßte also dem Loch 
eine Entropie zugeordnet werden, die bei unserem Experiment den Betrag 
65 = -S$m/T überkompensierend zunimmnit. Für die formale Entropie Ss ı 
ist dies tatsächlich so: mit dM/ = Göm erhalten wir 


ds. = SE > |8$|. 


Umgekehrt würden wir. die Temperatur Tsı. des Schwarzschild-Loches dem 
Carnot-Argument entnehmend und für das Loch eine Entropie Ss. postulie- 
rend, aus 681. = $m/Tsı = öMJKGTs.,.) durch Integration bis auf eine 
Konstante wieder (3.9.4) erhalten. Dabei liegt es nahe, die Konstante gleich 0 
zu wählen, da für AM = 0 der ganze Effekt verschwindet. (In obigen Näherung»- 
rechnungen kann allerdings M — 0 nicht vollzogen werden. ) 
Bekenstein ging noch viel weiter. indem er informationstheoretische Arzu- 
mente für (8.9.3) gab: Entropie als Maß für die einem Außenraumbeobachter in 
später Zukunft zugängliche Information darüber. aus welchem Anfangszustand 
das Loch durch Kollaps entstand. Dabei wird Ss... als eine Funktion von A vor- 
ausgesetzt und eine Differentialgleichung für diese Funktion aufgestellt, indem 
der Zuwachs von A bei einem Einfangprozeß mit aufgrund anantentheoretischer 
Heuristik minimalem Informationsverlust für den Außenraum berechnet wird. 
Wir empfehlen dem Leser Bekensteins klare, lesenswerte Abhandlung. Der sich 
dabei ergebende. uns noch fehlende Zahlfaktor in (8.9.3. 4) rauß allerdings durch 
den im folgenden Abschnitt angegebenen ersetzt werden. Eine direkte quanten- 
feldtheoretische Berechnung der Entropie mit dem richtigen Zahlfaktor wurde 
später von Hawking?* angegeben. hinter der jedoch im Grunde die heute noch 


; RR: " 
32P_C. Aichelburg. Lehrerfort bildungsvortrag Innsbruck. 28. September 197: 


33], Brillouin (1956). = = 
Baygl. die Artikel von Hawking und DeW &ry (19791, Hawking! & Israel 


(1979). 


itt in Deser & L 
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weitgehend ungeklärte Problematik der Quantentheorie des Gravitationsfeldes 
steht. Auch ist zu bemerken. daß obige Diskussion aufgrund des nachfolgend 
beschriebenen Hawking-Effekts zu modifizieren ist.?? 


Aufgabe 


Zeige. daß die zur Auflösung einer Länge !p nötigen Photonen ein Strahlungs- 
feld mit so großer Energiedichte bilden. daß die gemäß den Einsteinschen Feld- 
gleichungen entstehende Raumkrümmung einem lokalen Krümmungsradius der 
Größenordnung !p entspricht. Durch diese Veränderung der Geometrie entsteht 
also bei \lessung von Ip eine Ungenauigkeit der gleichen Größenordnung. (Daß 
Ip eine für die Quantentheorie der Gravitation charakteristische Länge ist. er- 
gibt sich, indem man die Wirkung (3.4.1) (eigentlich mit G = (3.4.5) statt R) in 
das sogenannte Feynmansche Wegintegral (siehe z.B. Nash (1978}) einsetzt und 
roh abschätzt, innerhalb welcher Lineardimension danach eine Schwankung der 
Koeffizienten der flachen Metrik um die eigene Größenordnung eine merkliche 
Wahrscheinlichkeit erhält: vgl. J. A. Wheeler. Ann. Phys. (N.Y.) 2, 604 (1957). 
Ip tritt auch bei einer Bohr-Rosenfeld-artigen Analyse der Beschränkung der 
Meßbarkeit im Bereich der Quantengravitation auf: vel. B.S. DeWitt. in Wit- 
ten (1962)). 


8.10 Der Hawking-Fffekt 


1974 gelang es 5. W. Hawking. die physikalische Bedeutung der formalen Tem- 
peratur (8.9.6. 7) zu klären. Er untersuchte das quantentheoretische Verhalten 
von „Testfeldern“. die vom Gravitationsfeld eines zu einer schwarzen Loch kol- 
labierenden Körpers beeinflußt werden. Er fand. daß das Loch Teilchen (Quan- 
ten des Testfelds) in den Außenraum emittiert. wobei im Falle der SSAM die 
Emission in der stationären Spätphase der Strahlung eines schwarzen Körpers 
der Temperatur 


1 
Ä he? 1 M- 
T: = ——. 1092 i 
S.L. Sncks M 10 g Kelvin (8.10.1) 


J 


entspricht (Merkregel: Amax = M. wo Amax die Wellenlänge des Gipfels der 
Planckverteilung ist). Daraus ergibt sich der korrekte numerische Faktor bei 
der Entropie: Sg /kg = A/4lZ,, oder für die SSM 


M 2 
Ssı.=kg-4r (=) : (8.10.2) 


#W.G. Unrub. R.M. Wald. Phys. Rev. D25, 942 (1982). 
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Mit der Existenz dieser Strahlung besteht nunmehr die Möglichkeit für das 
Gleichgewicht des Lochs mit einem Wärmebad der Temperatur Ts ı- Zur Sta- 
bilität ist allerdings zu bemerken. daß 7x , zu .M verkehrt proportional ist. also 
während des Abstrahlungsvorgangs zuninnmt. während Ss ı,. abnimmt. was erst 
durch die Entropie des entstehenden Strahlungsgases kompensiert wird. (Wir 
kommen noch darauf zu sprechen. weshalb der Oberflächensatz nicht verletzt 
wird.) Bei Abstrahlung in den freien Raum wirkt sich diese negative spezifische 
Wärme (dM/öTs.,. < 0) in einem schließlich explosionsartigen Zerstrahlen des 
Lochs aus, wie man folgendermaßen abschätzen kann. Die Energiedichte des 
Strahlungsgases ist nach Stefan-Boltzmann e > Kvmax/Ahax > (KeTyh ic” 
(Merkregel: 1 Strahlungsquant pro Wellenlängenkubus). die Energieflußdichte 
ist ce, und die relevante Fläche die Oberfläche A x AM? des Horizonts. Damit 
ergibt sich die Bilanz 


dMe? AefM a 
EERER .M 
dt FR 
ler 
Me 
di @ Mm 


wo a ein von den genaueren Details abhängiger numerischer Faktor ist. Durch 
Integration folgt eine Lebensdauer (fp = Ir fe = Planck-Zeit = 10°" sec) 


3 i 3 
PEN (Kr) tp > 1066 () Jahre. (8.10.3) 
Mp 


[67 


bis M(0) auf 0 abgesunken ist, wobei dM/dt am Schluß gegen x geht. Aller- 
dings übertrifft (8.10.3) ab M(0)210'° g das Hubble-Alter Hg! — 10!" Jahre. 
so daß der Effekt für Löcher. die durch Kollaps normaler astrophysikalischer 
Objekte entstehen. derzeit nicht von Bedeutung ist. Anders verhält es sich für 
sogenannte „Mini-Löcher” der Masse = 10° g, die möglicherweise während des 
Urknalls entstanden und für MM)» 1015 g gegenwärtig zerstrahlen sollten. 
Aus den Daten über die +- Strahlung kann man obere Schranken für die Dichte 
solcher Mini- Löcher in unserer Umgebung erhalten: ein typischer Wert ist etwa 
1 Explosion pro Kubikparsec in 2 Jahren. j . 

Bei schwarzen Löchern in einem Wärmebad einer Temperatur > Ts.r. über- 
wiegen hingegen die Absorptions- (Einfang-) Prozesse gegenüber der Emission. 
Dies ist z.B. für Löcher der Masse M > 1027 g der Fall. für die die 3K-kosmische 
Hintergrundstrahlung als Wärmebad fungiert: hierunter fallen alle durch kata- 
strophalen Kollaps entstandenen Objekte (M > einige M:). 

Bei der Strahlung von Kerr-Löchern ist die thermische Strahlung (die Tem- 
peratur (8.10.1) ist hier noch mit 2/M? - a?/r. zu multiplizieren) noch durch 
eine zweite Art von Abstrahlung modifiziert: der in Abschnitt 3.8 erwähnten 
Superradianz entspricht quantentheoretisch ein induzierter (oder stimulierter) 


“Yin 
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Emissionsvorgang. dem wiederum ein spontaner Emissionsvorgang entspricht. 
Diese Beiträge sind für kleine Ts ;. wesentlich. (Es sei bemerkt. daß die bekann- 
te Proportionalität der Wahrscheinlichkeiten von spontaner und induzierter 
Emission zunächst ein Ergebnis für Photonen mit Dirac-Teilchen als Quellen 
in niedrigster Ordmung Störungstheorie ist: daß die beiden Emissionsarten ein- 
ander bedingen, gilt aber viel allgemeiner. Siehe R. Wald. Phys. Rev. D13. 
3176 (1976): J.D. Bekenstein. Phys. Rev. D15. 2775 (1977)). 

Die quantentheoretische Durchrechnung des Effekts?®. auf die wir in diesem 
Rahmen verzichten müssen. läßt folgende heuristische Deutung zu. Das Gra- 
vitationsfeld beeinflußt (durch seine Gezeitenkräfte - doch das wird durch die 
derzeitigen Rechnungen nicht explizit) die Vakuumschwankungen des betrach- 
teten Testfelds. Während virtuelle Paare des freien Testfelds nur eine durch die 
Energie-Zeit-Unschärferelation beschränkte kleine Lebensdauer haben. können 
unter dem Einfluß des Gravitationsfeldes (wie auch unter dem Einfluß an- 
derer ans Testfeld koppelnder äußerer Felder) Paare reell werden. wobei der 
Energiepreis auf verschiedene Weise bezahlt werden kann. Eine Möglichkeit 
dafür besteht in der Nichtstationarität des äußeren Felds. das dadurch Energie 
ins Testfeld pumpen kann. Beim Kollaps astrophysikalischer Objekte ist die- 
ser Beitrag jedoch klein und in der stationären Endphase zu vernachlässigen. 
Eine andere Möglichkeit bietet sich bei solchen stationären äußeren Feldern. 
in denen der Wert der erhaltenen Teilchenenergie in gewissen Raumbereichen 
negativ sein kann. Hier können virtuelle Paare durch „Vakuumtunneln“ reell 
werden. Bei schwarzen Löchern etwa kann ein Partner eines virtuellen Paa- 
res. das nahe dem Horizont entsteht. durch den Horizont tunneln und so in 
eine Region gelangen. in der Zustände negativer Energie (negativ gegenüber 
der asymptotischen Region) möglich sind. Dadurch kann der Energiepreis für 
die Paarerzeugung bezahlt werden. und der andere Partner kann. das effektive 
Potential der SSM mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit?” überwindend. in 
die asymptotische Region entweichen. Der Fluß negativer Energie durch den 
Horizont vermindert dabei die Masse des Lochs. Da Beobachtern im Unendli- 
chen die Information über die ins Loch fallenden Teilchen prinzipiell fehlt. ist 
der von ihnen beobachtete Zustand ein gemischter. zu beschreiben durch eine 
Dichtematrix. die durch Summation über die möglichen Zustände der unbeob- 
achtbaren Teilchen entsteht. Diese Dichtematrix ist vollständig thermisch. mit 
der Temperatur (8.10.1): alle Teilchenkonfigurationen einer gegebenen Ener- 
gie werden mit gleicher Wahrscheinlichkeit emittiert. (Bei rotierenden Löchern 
tritt noch die erwähnte Modifikation hinzu: es sei aber bemerkt. daß auch zu 


3 Eine besonders einfache Darstellung gibt P. Hajicek, Acta Phys. Austriaca, Suppl. 
N WIBE 835 (197 [7 Im übrigen siehe die einschlägigen Artikel in Isham, Penrose & Sciama 
(1975), Esposito & Witten (1977), Hawking & Israel (1979) und die dort zitierte Originalli- 
teratur. sowie Wald (1994). ä 

37 Eo f ’ 

Da diese energie- und drehimpulsabhändge Wahrscheinlichkeit < 1 ist, erhält man im 


Unendlichen eigentlich nur ein gefiltertes, also nur approximativ thermisches Spektrum, ent- 
sprechend einem „grauen Körper“. 
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dem spontanen „thermischen” Emissionsprozeß ein induzierter gehört. dessen 
Auslösung allerdings absurd hohe Energie und Zeitgenauigkeit verlangt. Siehe 
R. Wald. loc. cit.) 

Bei den Rechnungen. die zu «diesen Ergebnissen führen, wird die Rückwir- 
kung des Testfeldes auf das äußere Gravitationsfeld vernachlässigt. In Analo- 
gie zur Behandlung von Molekülen in der Onantenmechanik nach der „adia- 
batischen” oder Born-Oppenheimer-Approximation kann man versuchen. die 
Rückwirkung nach einer „effektiven Feldgleichung” der Form G« = -k(TDa)} 
zu berechnen. wo rechts ein geeigneter Erwartungswert des Energie-Impuls-- 
Spannungstensors des Testfeldes steht. der im allgemeinen nicht nur reelle Er- 
zeugungsprozesse. sondern auch andere. davon in nicht offensichtlicher Wei- 
se zu trennende Effekte der Vakuumpolarisation enthält. Die Berücksichti- 
gung der Rückwirkung in dieser Form klärt die oben erwähnte Frage. wieso 
die Strahlung schwarzer Löcher nicht im Widerspruch zum Oberflächensatz 
steht: Zu den „plausiblen qualitativen Annahmen“. unter denen dieser Sata 
gilt. gehört auch eine Positivitätsbedingung an Tr. die aber bei der zur Aus- 
wertung von (T,;) für quantisierte Testfelder erforderlichen Regnlarisierung 
verlorengeht. (Bezüglich einer Diskussion der beiden Grundprobleme der Quan- 
tentheorie des Testfeldes auf einem gekrümmten Hintergrund der Mehrden- 
tigkeit der Definition von Teilchen- und Antiteilchenzuständen und der Regu- 
larisierung des zunächst divergenten Ausdrucks {Ta} sei aufdie Überblicks- 
artikel von Gibbons und Davies verwiesen”®.) In diesen Sinn ist wenigstens 
an zweidimensionalen Modellen gezeigt worden, daß bei der Strahlung schwar- 
zer Löcher negative Energie über den Horizont strönt. Die Güte dieser adia- 
batischen Approximation kann eigentlich erst nach Konstruktion einer vollen 
Quantentheorie des Gravitationsfelds diskutiert werden. doch ist anzunehmen. 
daß sie für explosionsartig zerstrahlende Mini-Löcher schlecht. im anderen Ex- 
tremfall gut ist. . ‚ 

Wie wird aber, da der Oberflächensatz nun nicht mehr gilt. der Entropie- 
satz aufrechterhalten? Wieder hat man zum Gesamtsystem. Schwarzes Loch 
+ Strahlungsgas. überzugehen. wobei sich zeigen läßt. daß die Entropie . 
entstehenden Strahlung die Entropieabnahme des Loches überkompensiert. " 

Die zahlreichen Ansätze und Spekulationen zur Quantentheorie des Gravi- 


tationsfeldes haben in den letzten Jahren durch die Quanteneffekte bei schwar- 
erbindungen zu 


zen Löchern eine starke Belebung erfahren, da hier erstmals V 
einer interessanten. weitgehend verständlichen konkreten Situation hergestellt 
werden konnten. Wir verweisen auch hier auf die Überblicksartikel in Hawking- 
Israel (1979) und erwähnen nur noch den merkwürdigen historischen Zufall. 
daß gerade jene Problemkreise. die in der Theorie der schwarzen Löcher un- 
mittelbar miteinander verquickt"” sind - Raum-Zeitstruktur. Thermodynamik. 


3917 Hawking & Israel (1979) bzw. Held (1980); siehe auch L. Parker. in Deser & Levy 


(1979) und Perlmutter & Scott (1979). 
395_D. Bekenstein, Phys. Rev. D12. 
40 Djes ist weiter diskutiert in de Sahbat 


3077 (1975). 
a& Zhang (1992). 
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Quanten(feld)theorie -. es auch waren. denen Einstein 1905 seine berühmten 
drei Arbeiten widmete und danach wohl einen Großteil seines Schaffens. 


8.11 Die Suche nach Schwarzen Löchern 


Seit etwa 1970 wurden zahlreiche Versuche unternommen. astrophysikalische 
Evidenz für schwarze Löcher zu finden. Dabei wurden drei Methoden zur Ent- 
deckung schwarzer Löcher vorgeschlagen: 


a) Einzelne schwarze Löcher im interstellaren Medium senden elektromagneti- 
sche Strahlung aus. wenn das umgebende Gas in das Loch hineinfällt und 
sich dabei aufheizt. 


b) Wenn ein schwarzes Loch Teil eines Doppelsternsystems ist. dann zeigt der 
Hauptstern eine scheinbar unbegründete periodische Dopplerverschiebung. 
die auf einen unsichtbaren Begleiter schließen läßt. Falls aus der Dynamik 
des Doppelsternsystems auf eine Masse M > 341 ; des Begleiters geschlossen 
werden muß. so kann es sich bei diesem Begleiter nicht um einen Weißen 
Zwerg oder Neutronenstern handeln. 


c) Ist das schwarze Loch Teil eines engen Doppelsternsystems (bei dem der 
Abstand der beiden Sterne mit dem Radius des Hauptsterns vergleichbar 
ist). so strömt Materie vom Stern auf das schwarze Loch über. Diese Materie 
heizt sich dabei so stark auf. daß Röntgenstrahlen emittiert werden. 


Während die ersten beiden der erwähnten Methoden bisher noch nicht zum 
Erfolg geführt haben. wurden Röntgenquellen mit den gesuchten Eigenschaften 
1972 entdeckt. und im Laufe des Jahres 1973 wurde es immer wahrscheinlicher. 
daß mit Cygnus X1 tatsächlich das erste schwarze Loch mit einer Masse von 
M = 14M... entdeckt war. 

Bevor wir auf Details dieser Entdeckung eingehen, soll kurz die Begründung 
für das Versagen der ersten der erwähnten beiden Methoden gegeben werden 
Die detaillierte Analyse der von einem einzelnen schwarzen Loch zu erwarten- 
den Strahlung zeigt nämlich. daß Intensität und Spektralcharakteristik derjeni- 
gen eines weißen Zwergsterns (genauer eines DC-Zwerges) so stark ähneln. daß 
eine Unterscheidung wahrscheinlich nicht möglich ist. Es könnte aber sein. daß 
es sich bei einigen bisher als weiße Zwerge klassifizierten Objekten tatsächlich 
um schwarze Löcher handelt. 

Auch die Versuche, unsichtbare, aber schwere Partner von Doppelstern- 
systemen zu finden. haben trotz umfangreicher Listen®! möglicher Kandidaten 


Zen ee 

Al Fine Liste wurde von V. Trimble. K.S. Thorne. Astrophys. J. 156, 1013 (1969) zusam- 
mengestellt. Siehe auch G.W. Gibbons. $. W. Hawking, Nature 232, 465 (1971), R. Gott. 
Nature 234, 342 (1971), A.G.W. Cameron, Nature 234, (1971); A.M. Wolfe, G.R. Burbid- 


ge. Astrophys. J. 161, 419 (1979), D. Lynden-Beil, Nature 223. 690 (1969), A.A. Wylier. 
Astrophys. J. 160, 443 {1970}. 
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noch nicht zum Erfolg geführt. Als Beispiel für die Gründe der hier auftretenden 
Uneindeutigkeiten mag das beststudierte System dieser Art. e Aurigae, dienen. 
e Aurigae ist ein Doppelsternsystem, das periodische Verfinsternugen zeigt. wo- 
bei aber der zweite Stern des Systems optisch nicht entdeckt werden kann. Aus 
der Dynamik des Systems (also aus Periodendauer und der Dopplergeschwin- 
digkeit des sichtbaren Partners) schließt man auf eine Masse von M = 23M. 
des Primärsterns, während für den Sekundärstern. also das mögliche schwarze 
Loch, M = 18 M resultiert. Ein derartiger Massenunterschied könnte aber zu 
so großen Helligkeitsunterschieden führen, daß der Primärstern seinen Partner 
völlig überstrahlt. Bei dem unsichtbaren Stern muß es sich daher nicht unbe- 
dingt um ein schwarzes Loch handeln. Ähnliche Probleme sind auch bei den 
anderen Doppelsternsystemnen dieser Art aufgetreten. 

Während die klassischen Methoden keine eindeutigen Aussagen über die 
Existenz schwarzer Löcher lieferten. hat sich die Röntgenastronomie als überra- 
schend erfolgreich erwiesen. Vor allem der Röntgensatellit Uhuru. der 1972 van 
Kenia aus gestartet wurde. hat eine Fülle von Röntgenquellen entdeckt. deren 
periodisches Verhalten erlaubte. sie zum Teil als Partner von Doppelsternsy- 
stemen zu identifizieren. Mit der steigenden Präzision der Positionsmessungen 
wurde es auch erstmals möglich, die optischen Partner dieser Sternsysteme zu 
identifizieren und so die notwendigen dynamisehen Daten zu gewinnen. die eine 
Massenbestimmung ermöglichen. 

Abbildung 8.20 zeigt die Röntgensignale. die von den zwei beststudierten 
Quellen. Cygnus X1 und Hercules X1. ausgehen. Während die Quelle in Cyg- 
nus keinerlei Periodizität erkennen läßt und ein unregelmäßig Auktuierendes 
Röntgensignal aussendet. ist die Hercules-Quelle periodisch mit einer Peri- 
ode r = 1.23s. Diese Periode ist aber gerade für Pulsare charakteristisch. 
Tatsächlich führt die Massenbestimmung auf M = (0.9+0.4)M. für den nur 
im Röntgenbereich sichtbaren Partner dieses Systems. Periodizität der Strah- 
lung und Masse weisen somit eindeutig auf einen Neutronenstern hin. Hercules 
X1 ist damit der erste Neutronenstern, für den eine Massenbestimmung möglich 
wurde. . . 

Im Falle von Cygnus X1 läßt sich die rasche Fluktuation und auch die 


Spektralverteilung der Strahlung sehr gut durch Materie erklären. die in ein 
schwarzes Loch hineinfällt und dabei bis auf Millionen Grade aufgeheizt wird. 
Auch hier läßt sich aus der Dynamik des Systems die Masse der Röntgenquelle 
ermitteln, wobei als Untergrenze M = 6M.;. und als wahrscheinlichster Wert 
M = HM. für Cygnus X1 folgt. Sowohl die Masse. als auch die Spektral- 
charakteristik weisen daher bei Cygnus X1 auf ein schwarzes Loch hin. Etwa 
10 Jahre lang blieb Cygnus X1 der einzige gute Kandidat für ein schwarzes 
Loch: seit den frühen Achtzigerjahren jedoch wurden weitere Objekte ‚dieser 
Art entdeckt (siehe Stella in Gleiser (1993)). und die Zahl der Kandidaten 
wächst stetig an. Somit ist es sehr wahrscheinlich. daß auch diese Vorhersage 


der allgemeinen Relativitätstheorie ihre experimentelle Bestätigung gefunden 


hat. 
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Abbildung 8.20: Röntgensignale von (a) Cygnus X1 und (b) Hercules X1. 


Für weitere Details bezüglich der Entdeckung schwarzer Löcher. auch in 
galaktischen Kernen („supermassive schwarze Löcher", M = 10? - 108 M.). 
sei der Leser auf DeWitt & DeWitt (1973). die Artikel von Blandford & Thorne 
in Hawking & Israel (1979), von Ruffini und Mashoon in Ruffini (1982). von 
Blandford in Hawking & Israel (1987), von Stella in Gleiser (1993) und auf 
Kafatos (1988) verwiesen. 


Kapitel 9 


Felder im Riemannschen 
Raum 


In den bisherigen Ausführungen haben wir Materie nur klassisch-makroskopisch 
(als Punktteilchen, ideale F lüssigkeit oder staubartige Materie) behandelt. Die 
Quantenfeldtheorie beschreibt aber Materie mikroskopisch durch quantisier- 
te wechselwirkende Felder (Skalar-, Spinor-. Vektor-.... Eichfelder). In diesem 
Kapitel untersuchen wir. wie sich diese feldtheoretische Beschreibung der Ma- 
terie im Riemannschen Raum durchführen läßt und welche Probleme sich dabei 


ergeben. 


Aın schwierigsten ist die Frage zu lösen. wie eine quantisierte Quelle 7, mit 


den Einsteingleichungen Gr = # T,x in Einklang zu bringen ist. Wir erwähn- 
ten schon die Möglichkeit der Interpretation als „effektive Feldgleichung”. was 
aber nur eine Näherung an eine volle Theorie wäre. bei der die \etrik und damit 
die Raum-Zeit quantisiert ist. Hierüber wurden bereits zahllose Spekulationen 
angestellt. Das bislang einzige ermutigende Resultat ist aber Hawkings bereit» 
erwähnte Berechnung der Entropie Schwarzer Löcher aufgrund eines Ansatzes 
über die Quantisierung der Metrik selbst.! 

Auch wurde versucht. die Näherung durch ein effektives Feld. bei der gr 
unquantisiert bleibt. als eigenständige sogenannte semiklassische Theorie anzu- 
setzen. Eine Kritik dieser Ansätze findet sich z.B. in Isham. Penrose. Sciama 
(1981). Lediglich zum ihr zugrunde liegenden Problem der Quantisierung eines 
Materiefelds in einem gegebenen äußeren Gravitationsfeld werden wir kurze Be- 
merkungen machen. Im übrigen aber wollen wir alle Felder und die Raum-Zeit 
als klassisch betrachten. 

Aber selbst hier treten Formulierungspro 


ch auf die Überblicksartikel in Hawking & Israel (1979): 
owdy. Rep. Progr. Phys. 33, 213 (1970), A. 


bleme auf: Scheinbare Mehrdeu- 


neh a m m ah Fa An 
IWir verweisen deshalb diesbezügl | 

Deser & Levy (1979); siehe auch D. Brill. R. G 

Ashtekar, R. Geroch. ibid. 37. 1211 (1974. 
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tigkeiten bei der Anwendung des Prinzips der minimalen Kopplung (Abschnitt 
3.4). Entwicklung eines Spinorkonzepts für den Riemannschen Raum.... 

In den folgenden Abschnitten geben wir zunächst auf das für alle Felder 
grundlegende Problem der Ausbreitungsvorgänge und der Kausalität im ge- 
krümmten Raum ein und diskutieren dann spezielle Felder. wobei einzelne. 
vom Verhalten im gravitationsfreien Fall abweichende Besonderheiten heraus- 
gegriffen werden. Die Geometrie der Raum-Zeit werden wir dabei als äußere. 
vorgegebene \letrik behandeln. 


9.1 Kausalität und Ausbreitungsvorgänge 


Die Ausbreitung von Feldern wird durch Feldgleichungen beschrieben. die durch 
Variation aus einem Wirkungsintegral herzuleiten sind. Als Beispiel betrachten 
wir zunächst das Wirkungsintegral des skalaren Feldes 


1 E 
W- fe vg (A, Arg* - m?AR). (3.4.18) 
aus dem sich durch Variation von A nach (3.4.20) die Feldgleichung 


9 (V-99" Ar) + V-gm?’A= Y-g(O,+m?) A=0 (9.1.1) 


ergibt. wobei 


1 
I, = — 9, gg (9.1.2) 


v9 
der kovariante d’Alembert-Operator bezüglich der Metrik g,x ist. 

Das Kausalverhalten des Feldes A wird durch die Fortpfianzungseigenschaf- 
ten von Signalen. d.h. Wellenfronten, bestimmt. Sei a( 2) ein stetiges Feld. dem 
eine sprunghafte Unstetigkeit mit der Amplitude u(x) # 0 aufgeprägt wird. die 
sich entlang einer zunächst noch unbekannten Hyperfläche w(x) = 0 ausbreitet: 

Alxz) = ulr) Mwfr)) +afx) (9.1.3) 
(8 ist die Stufenfunktion). Aus den Feldgleichungen erhält man 


(D,+m?) Az) = 8 (w) rw; grulr)+öke) u ur Ogw)+...=0, (9.1.4) 


wobei die Punkte weniger singuläre Terme andeuten. Die Koeffizienten der 
beiden singulären Terme müssen einzeln verschwinden. so daß 


uw =0. (9.1.5) 


2ux PER =0. (9.1.6) 
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Unstetigkeiten können sich also nur entlang charakteristischer Hvperllächen 
(Charakteristiken) ausbreiten, die durch (9.1.5) gegeben sind. Der Vektor «... 
der auf die Charakteristiken normal steht. ist nach (9.1.5) ein Nullvektor. die 
Charakteristiken hier also Nuilhyperflächen. 

\venn eine Schar von Charakteristiken x = const (wobei die Konstante von 
Hyperfläche zu Hyperfläche variiert) gegeben ist. ist o, ein Feld von Nullvek- 
toren. Die durch 

de _ 
5 
definierten Kurven haben „° in jedem Punkt als Tangentenvektor und stehen 


daher auf die Charakteristiken orthogonal. Die durch (9.1.7) definierten Kurven 
bilden ferner wegen 


Br gt wk (9.1.7) 


k 2 
wie kt eat = (ur) = 0 (9.1.8) 


eine Kongruenz von Null-Geodätischen. die sogenannten Bicharakteristiken 
oder charakteristischen Strahlen. Wegen (9.1.5) sind die Bicharakteristiken zu- 
gleich auch tangential zu den Charakteristiken. so daß die Bicharakteristiken in 
den charakteristischen Hyperflächen liegen und diese erzeugen. Derart können 
die Charakteristiken aufgefunden werden. 
Wichtig ist das charakteristische Konoid eines Punktes. das von den von ei- 
nem Punkt ausgehenden charakteristischen Strahlen (d.h. Null-Geodätischen) 
erzeugt wird. Es verallgemeinert den Lichtkegel der speziellen Relativitätstheo- 
rie auf beliebige Riemann-Räume und bestimmt die Kausalstruktur in gleicher 
Weise, wie dies der Lichtkegel im flachen Raum tut (wenigstens solange keine 
Selbstüberschneidungen vorliegen: s. u.). a 
Wir wenden uns nun (9.1.6) zu. Da ur" die Richtungsableitung yon® 
längs einer Bicharakteristik ist. genügt die Sprungamplitude u entlang jedes 
charakteristischen Strahles einer gewöhnlichen linearen homogenen Differen- 
tialgleichung erster Ordnung. Daraus folgt z. B.. daß Unstetigkeiten A 
überall oder nirgends auf dem Strahl verschwinden und daher nicht entstehen 
5 2 
een wir noch kurz auf die Struktur von Greenfunktionen 
eingehen. Aus der speziellen Relativitätstheorie ist bekannt. daß diese Fi 
nen auf dem Lichtkegel eine ö-artige Singularität aufweisen und on ) 15 
Lichtkegels verschwinden. So lautet die zur Lösung des HOoge En Anfangs- 
wertproblems von (9.1.1) benötigte Greenfunktion im flachen Raum 


Gle-.)= 2 signie -®) + ve) AD). (9.1.9) 


?Dies gilt allerdings nur für lineare Feldgleichungen. 
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wobei T = (.r — 1’)? ist und v für Felder ohne Ruhmasse verschwindet®. 

Ein analoger Ansatz kann auch im gekrümmten Raum gemacht werden. 
Dabei ist T durch das Quadrat des geodätischen Abstandes der Punkte r. r’ 
zu ersetzen. d.h. durch das Quadrat des Integrals [ ds. gebildet entlang der 
Geodätischen zwischen x und .. Die Gleichung des charakteristischen Konoids 
ist dabei durch T = 0 gegeben. Der Ansatz für die Greenfunktion ist von der 
Form 


Gyr.) = ulr. DT) + vle. 2’) AT). (9.1.10) 


wobei r im gekrümmten Raum auch für m = Ö nicht verschwindet. wie in der 
Folge noch ausgeführt wird: u ist durch die Geometrie der Null-Geodätischen 
allein bestimmt. 

Allerdings ist dieser Ansatz nur für genügend benachbarte Punkte r. .r’ 
möglich. da das charakteristische Konoid i.a. Selbstüberschneidungen aufwei- 
sen wird und ab dort nicht mehr den Rand des Gebiets jener r’ bildet. die mit 
x durch zeitartige Linien verbunden werden können. Man denke nur ans Gravi- 
tationsfeld einer kugelsymmetrischen statischen Massenverteilung: liegen x. r’ 
radial zueinander. getrennt durch die Zentralmasse. derart. daß aufgrund der 
Lichtablenkung ein nichtradialer Lichtstrahl von x nach r’ gelangt. dann tun 
dies bereits aus Symmetriegründen unendlich viele! Es ist daher bemerkenswert. 
daß unter relativ allgerneinen Voraussetzungen. die etwa die eben beschriebe- 
ne Situation mit einschließen. die Existenz von retardierter und avancierter 
Greenfunktion bewiesen werden kann. 

Genaueres zur Theorie der hier auftretenden Feldgleichungen findet man 
in Hadamard (1952): Courant-Hilbert (1962): B.S. DeWitt & R. Brehme. 
Ann. Phys. (N.Y.} 9, 220 {1960): DeWitt & DeWitt (1964) (Artikel von 
A. Lichnerowiez): Friedlander (1975). Die Analyse der Struktur der kausalen 
Abhängigkeitsgebiete hat übrigens beim Beweis der in Abschnitt 5.7 und 8.7 
erwähnten Singularitätstheoreme eine wichtige Rolle gespielt: vgl. F. Tipler et 
al.. in Held (1980), Vol. IL 


9.2 Das skalare Feld 


Bisher haben wir die Lagrangefunktion 


Lau = 3(A, Arg'* - m? A?) + pA (9.2.1) 
und die Feldgleichung 


(OD, +m?)A = pfr) (9.2.2) 


“Für m #0 ist ı durch Hankelfunktionen ausdrückbar. siehe etwa W. Thirring (1958). 
Appendix. 
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für ein skalares Feld im äußeren Gravitationsfeld angegeben (wir addierten hier 
noch einen Quellterm). während der Energie-Impulstensor des Feldes 


Tr = A Ar — 3 9ik (AmA.n g"" — m? A? + 2pA) (9.2.3) 
in Aufgabe 3 zu Abschnitt 3.4 berechnet wurde. In einem lokalinertialen Be- 
zugssystem geht U, in den d’Alembert-Operator OD = 7" 8,9, über, so daß 
aus (9.2.2) die Klein-Gordon-Gleichung folgt. Im frei fallenden Bezugssystem 
verhält sich also das durch (9.2.2) beschriebene Teilchen wie ein Teilchen im 
gravitationsfeldfreien Raum. falls die Wellenfunktion A(x) genügend lokalisiert 
ist. so daß die Inhomogenitäten des Gravitationsfeldes zu vernachlässigen sind. 

Um etwas Erfahrung über die in (9.2.2) enthaltenen physikalischen Aussa- 
gen zu sammeln. betrachten wir die Ausbreitung des skalaren Feldes A in einem 
schwachen Gravitationsfeld und berechnen dazu die Greenfunktion. Unter Be- 
nutzung harmonischer Koordinaten 


Ik = nk + Wk. ar=dut, (9.2.4) 

mit {2,x] & 1 erhalten wir 
(BD, +m?)A= (O+ m’)A- WAR =p (9.2.5) 

oder 
(U+m!)A=p+ W "An =: P. 

Diese Gleichung kann mittels einer Greenfunktion 

ıklc-z') 2 
Ge -2)= | a rm (9.2.7) 
m? iterativ gelöst werden. wobei wie üblich 


n (9.2.7) geeignet zu wählen ist. um 
te - zu spezifizieren. Die Integral- 


für den Klein-Gordon-Operator Ü+ 
die Integration um die Pole des Nenners vo 
eine eindeutige Lösung - etwa die retardier 
gleichung 


Alz) = / dir’ Gr - K) AR) (9.2.8) 


j i ös ür A in gewünschter Ge- 
liefert bei einmaliger Iteration die gesuchte Lösung für g 


nauigkeit: 


AVgl. W. Thirring (1958). Appendix. 
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Alr) = / dir’ G(x - 1’) pa’) 
+2 [air dir’ Ghz - el) Ela’ a2). p(x") (9.2.9) 


= [ar ee) 


Als Greenfunktion im gekrümmten Raum ergibt sich daher in der hier verwen- 
deten Näherung 


Ga. )etCe er) 2 fat: Gr -r)ur2)Gle- 2"). (9.2.10) 


Diese Gleichung ist in Abbildung 9.1 graphisch interpretiert?. 


sem = m, f 


Abbildung 9.1: Störungstheoretische Entwicklung der Greenfunktion im Gra- 
vitationsfeld. 


Die Abbildung deutet an. daß G die freie Fortpflanzung beschreibt, während 
der zweite Term die Streuung am Gravitationsfeld angibt. (9.2.10) sind 
natürlich nur die ersten Terme einer Entwicklung. die fortgesetzt werden könn- 
te. Im Gegensatz zur Situation beim Punktteilchen gehen in (9.2.10) Beiträge 
von w'* ein. die nicht nur von der Umgebung eines Punktes oder einer Kurve 
stammen. Insofern kann die Fortpflanzung von A nicht als _frei im gekrümmten 
Raum“ bezeichnet werden. es findet vielmehr eine ständige Streuung des durch 
A beschriebenen Teilchens an der Raumkrümmung statt. 

Besonders interessant ist der Fall masseloser Teilchen. m = 0. Während hier 
die (retardierte) Greenfunktion 


? 7 1 x N Br j 
Gr -r")= ee se -"- 2a") (9.2.11) 


auf dem {vorderen) Lichtkegel konzentriert ist, enthält G, nach (9.2.10) auch 
Beiträge, die von Streuungen der Welle in Punkt x herrühren { Abbildung 9.2). 


Vgl. Bjorken-Dreli 11966). 
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Da über alle x zu integrieren ist. wird G, schon in erster Ordnung im ge- 
samten vorderen Lichtkegel nicht verschwinden. Vergleich mit der allgemeinen 
Form (9.1.10) der Greenfunktion ergibt für den „Schwanz der Greenfunktion“ 
in niedrigster Ordnung® 


öt-t-|2’-z öt-"- ea - =) 

AN _ 4 „ik 

ur’, r”) 2 fa x ee v'(r) ZErr R 
{9.2.12) 


Abbildung 9.2: Streuung am Gravitationsfeld und Schwanz der Greenfunk- 


tion. 


Wenn die Welle sehr große Distanzen im Gravitationsfeld durchquert. würde 
man erwarten. daß ein beträchtlicher Teil der Gesamtintensität den Beobachter 
nicht unmittelbar auf dem Lichtkegel. sondern erst nach einigen Streuungen eT- 
reicht. Dieser Effekt ist aber selbst bei kosmischen Distanzen schr klein. da das 
Gravitationsfeld u** nur sehr kleine Frequenzen aufweist. Wesentlich beeinflußt 
werden nur Wellen. deren Länge mit dem Radius des Weltalls vergleichbar ist 
go 
Se damit. daß bei Wellenphänomenen wegen deren Nichtlokalitär 
nicht so einfach auf der Basis des Aquivalenzprinzips argumentiert werden 
kann wie beim Punktteilchenmodell der Materie. Verbunden damit Er auch 
die Schwierigkeit, in Analogie zur Quantenfeldtheorie im fiachen Raum‘ Ein- 
teilchenzustände zu definieren, von denen man sagen könnte, die entsprechen- 


itarti von 2’, 2” ‚erten und in den übrigen 
5 ist dabei für zeitartige Trennung von 7. r auszuwe len 
N Die singulären Bestandteile des Iniegrals ((z’ - =")? =0) geben 
die Änderung von u und T gegenüber den flachen = 
TSiehe z.B. Bjorken-Drell (1967): Sex! u. Urbantke (1992). 
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den Teilchen verhielten sich wie freie Teilchen in einer gekrimmten Raum-Zeit. 
Im flachen Raum geschieht dies bekanntlich durch Fourieranalyse des Feldes 
nach einer inertialen Zeitkoordinate - egal welcher - und Zerlegung in einen An- 
teil mit positiven und einen mit negativen Frequenzen. Im gekrümmten Raum 
läßt sich diese höchst nichtlokale Vorgangsweise nicht durch einfache Anwen- 
dung des Äquivalenzprinzips imitieren — es macht sich der Wegfall der Poin- 
care-Invarianz in der Allgemeinen Relativitätstheorie deutlich bemerkbar. die 
Jjaim flachen Raum dazu dient. freie Felder und damit Teilchen zu klassifizieren. 

Die Quantisierung der durch (9.1.1) gegebenen Dynamik ist auf dem .al- 
gebraischen" Niveau (Vertauschungsrelationen. etc.) mit nur geringen Ein- 
schränkungen an g,, ohne weiteres möglich (vgl. A. Lichnerowiez. in DeWitt & 
DeWitt (1964)). Das Problem besteht darin. sinnvolle. das heißt interpretierba- 
re physikalische Zustände zu finden, für die dann Erwartungswerte und Über- 
gangswahrscheinlichkeiten berechnet werden können. Dies ist etwa in asym- 
ptotisch flachen Regionen möglich: in manchen Fällen existieren asymptotisch 
quasiklassische Lösungen®, die man hierzu verwenden kann: das Problem ist 
aber in voller Allgemeinheit und insbesondere in kosmologischen Situationen 
noch unbefriedigend behandelt?. Dennoch erwartet man. daß das dynamische 
Gravitationsfeld in der Frühphase des Universtms Erzeugungsprozesse von Ma- 
terie und Antimaterie hervorruft. 


Aufgaben 


1. Schreibe (9.2.10) unter Benutzung von (9.2.7) im Fourier-Raum an. Zeige. 
daß ein hochfrequentes Feld praktisch nur dann gestreut wird. wenn auch 
das Gravitationsfeld u"* vergleichbare Frequenzen aufweist. 


2. Führe für (9.2.2) einen WKB-Limes aus?. Welche Gleichung ergibt sich an- 
stelle von (9.1.5) für die Phase? Was sind die charakteristischen Kurven! 
dieser partiellen Differentialgleichung erster Ordnung? 


3. Zeige, daß die Wellengleichung für ein skalares masseloses Feld ® in der 
Schwarzschild-Metrik separierbar ist und für ein statisches Feld &(r,0.0) = 
R{r) Yım(8,6) (2!-Pol, Y;, sind die gewöhnlichen Kugelfunktionen) die Dif- 
ferentialgleichung 


2M\ER 2 M\dR R 
is) 22 + - 
( r ) dr? r (i =) dr A = 


"Vgl, Flügge (1964), Landau-Lifschitz (1971). Bd. 3 zu diesem Begriff. 

*Siehe H. Rumpf. H.K. Urbantke, Ann. Phys. (N.Y.) 114. 332 (1973) wegen einer Dis 
kussion dieses Punktes. Im übrigen sei auf die einschlägigen Überblicksartikel in Held ( 1980). 
Hawking & Israel (1979), Deser & Levy (1979), sowie auf Birrell & Davies (1982), Fulling 
(1989). Audretsch & de Sabbata (1990) und Wald (1994) verwiesen. 

1 Courant-Hilbert { 1962). 
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gilt. Zeige. daß sich diese Differentialgleichung durch Einführung der Radi- 
alkoordinate (8.4.8) auf die Form 


r dr*” r  rdr r? 


2M\N TER 2 2dR Mirl 
(i Y) er oe (9.2.13) 


bringen läßt, wobei r als r(r*) aufzufassen ist. 


4. Zeige. daß sich die Lösungen von (9.2.13) für r* — x bzw. —x (d.h. 
r — x bzw. 2A) wie Rı x rl pri pzw. Rı x r*. const verhalten. 
wobei für ! # 0 nur die unterstrichenen Lösungen an den jeweiligen Gren- 
zen endlich sind (bzw. verschwinden). Diese Lösungen können aber nicht 
zu einer Lösung im Bereich 2A <r <x zusammengefügt werden. da 
es bei Anfügung einer konstanten Lösung an eine asvnıptotisch abfallende 
notwendig einen Punkt gibt. in dem d2R/dr*? = 0 gilt und R und dR/dr* 
entgegengesetztes Vorzeichen haben. Dies ist jedoch nach (9.2.13) ausge- 
schlossen. Die Lösung Ro = const bleibt daher als einzige übrig. so daß 
ein nichtrotierender kollabierter Stern im Außenraum nur von einem kon- 
stanten skalaren Monopolfeld umgeben sein kann. alle höheren Multipole 
müssen während des Kollapses abgestrahlt werden. 


5. Zeige, daß die Wellengleichung für ein zeitabhängiges skalares Feld in der 
Schwarzschild-Metrik durch den Ansatz ® = rtr.t)Yım{9.0) auf die 


Form 


Du Ay 2! M li-+1 
8% 2 (2) 4 B]emo 
r 


r3 r 


gebracht wird. Studiere die Form des auftretenden effektiven Potentials. 
dessen Bedeutung von R. Price. 1. c.. erkannt wurde. 


9.3 Das elektromagnetische Feld 


Die Gleichungen, nach denen sich ein elektromagnetisches Feld im Gravitati- 
onsfeld ausbreitet. erhalten wir durch das „Prinzip der minimalen Kopplung” 
(Abschnitt 3.4) aus jenen der Maxwelltheorie im flachen Raum. Je nachdem. 
ob man mit den Feldstärken oder Potentialen arbeitet. ob auf dem Niveau der 
Lagrangefunktion oder der Feldgleichungen. vor oder nach Wahl von Eichbe- 
dingungen, kann man zu verschiedenen Resultaten gelangen. W irkungsprinzip 
und Eichinvarianz sind daher nützliche Wegweiser. Die Lagrangefunktion lautet 
aß nämlich die höheren Multipole während 


nommene Schwarzschild-Hintergrundmetrik zerst i 
2419. 2439 (1972)) mittels numerischer Rechnungen ausge” 


des Kollapses diver- 
ören. wurde 


1 Die weitere Möglichkeit, d 
gieren und damit die hier ange 
von R. Price (Phys. Rev. DS, 
schlossen. 
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Lu=s 4 ıkFmn gg ge = „A: (9.3.1) 


mir einem Quellterm j, und den Feldstärken 


Fk = Ak. == Ark — Arı ==: Auxr- (9.3.2) 

(Die letzte Gleichheit würde nicht gelten. wenn die Torsion ©. (7.6.7). nicht 

verschwindet, nur die zweite Version ist aber im üblichen Sinn eichinvariant.) 
(9.3.2) impliziert die homogenen Maxweligleichungen 

Fırk.m! = Fıkım' =0. (9.3.3) 


während sich die inhomogenen durch Variation nach A, ergeben: 


BEN. Beh ci 
0 (ee) Aa = (Vearr) Hrn 


oder 


Bi, = -j". (9.34) 

Wegen der Antisymmetrie von F’* erhalten wir durch Divergenzbildung als 
Konsistenzbedingung die lokale Stromerhaltung 

0), (935) 


Sie garantiert die Invarianz von S Luy-gd'r unter Eichtransformationen 


HAHN: (9.3.6) 

Aus (9.3.5) folgt in üblicher Weise die Erhaltung der Gesamtladung (vgl. Ab- 

schnitt 7.8. Aufgabe 1). Die Feldgleichungen für die Potentiale entstehen durch 

Einsetzen von (9.3.2) in (9.3.4): 

Aa, B A”, = j". {9.3.7) 

Die Invarianz von (9.3.1) unter Eichtransformationen A, — A,+A., ermöglicht 
es zwar, die Lorentz-Bedingung in der Form 

A, =0 (9.3.8) 


zu erreichen. doch kann sie in (9.3.7) erst nach Vertauschung der kovarian- 


ten Ableitungen ausgenutzt werden. Dies führt zu einem Term, der den Ricci- 
Tensor enthält: 


A, +R, A =5), (9.3.9) 


9.3. Das elektromagnetische Feld 


so daß durch die Lorentz-Bedingung die gewünschte Entkopplung der Gleichun- 
gen (9.3.7) nicht erreicht wird. 

Immerhin läßt sich aber aus (9.3.9) durch eine (9.1.3). (9.1.4) entsprechen- 
de Rechnung sofort entnehmen, daß die Charakteristikenbedingung mit (9.1.5) 
übereinstimmt. Elektromagnetische Signale breiten sich also längs Nullflächen 
aus. (9.1.5) ergibt sich auch beim Übergang zur geometrischen Optik als Eiko- 
nalgleichung!?. so daß die schon vorweggenommene Deutung der Null- Geodäti- 
schen als Lichtstrahlen bewiesen ist. 

Der in (9.3.9) auftretende Ricei-Tensor kann mit Hilfe der Feldgleichun- 
gen der Gravitation durch den Energie-Impulstensor ausgedrückt werden. Sieht 
man das Gravitationsfeld nicht, als fest vorgegeben an, so ist in diesem lokalen 
Term vor allem der Energie-Impulstensor des elektromagnetischen Feldes selbst 
einzusetzen. der nach (3.4.24) gleich 

Tr = Eis Pr - 19 Fan” (9.3.10) 


wird. analog zum Ausdruck im flachen Raum. Daraus resultiert eine kompli- 
zierte Selbstkopplung des elektromagnetischen Feldes, die für den Einfluß der 


Gravitation auf die Ausbreitung von Feldern typisch ist. 

Zum Abschluß dieses Abschnittes wollen wir noch eine interessante Frage- 
stellung untersuchen, die mit dem Verkalten des elektromagnetischen Feldes 
im Gravitationsfeld zu tun hat: Sendet eine im Gravitationsfeld frei fallende 
Ladung. wie etwa ein Elektron oder ein geladener Satellit, elektromagnetische 
Strahlung aus? Heuristisch scheinen darauf zwei konträre Antworten möglich: 
Nach dem Äquivalenzprinzip sollte eine frei fallende Ladung, die ja von einem 
„Gravitationsfeld* nichts verspürt, keinerlei Strahlung emittieren. Andererseits 
geht aber in die klassische Strahlungsformel (wir beschränken uns auf nicht- 


relativistische Bewegung) 


dE _ 2 232 (9.3.11) 
d 3 


die Art der Beschleunigung überhaupt nicht ein. und sie sollte daher für 
Gravitationsbeschleunigung gelten, wenn man vom Standpunkt der \ewton- 
schen Theorie her argumentiert. : ee 2.4) 
Welches dieser dan heuristischen Argumente ist korrekt? Um dies zu 
entscheiden. denken wir zunächst an eine konkrete physikalische Eher > 
etwa einen geladenen Satelliten, der um die Sonne kreist, also an eine Se 
die sich auf einer Kreisbahn mit r > M in einer Schwarzschild-Metri — 
wegt. so daß wir die lineare Näherung und harmonische Koordinaten rn 
benutzen können. Wegen v?/c? > Mj/r erfolgt die Bewegung außerdem nicht- 
relativistisch. Einsetzen voR (9.25) in (9.3.9) etert 
{9.3.12} 


r aka _- jr 
ar + Ar Te AN 


ERBE 
12 Landau-Läfschitz (1971), Bd. 2 
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Weun man den Unterschied zwischen j" und j" zunächst vernachlässigt. erhält 
man tatsächlich aus (9.3.12) die Strahlungsformel (9.3.11). die demnach auch 
auf Ladungen anwendbar sein sollte. die sich im Gravitationsfeld bewegen. Die 
in (9.3.12) auftretenden Korrekturterme. die proportional zu u‘ bzw. T sind. 
können nur kleine Änderungen dieser Strahlungsformel bewirken. 

Nach dieser einfachen Überlegung strahlt eine im Gravitationsfeld frei fal- 
lende Ladung tatsächlich. und wir haben nur noch die Frage zu klären. wie dies 
mit dem Äquivalenzprinzip vereinbar ist und wie die Energieemission durch 
eine Strahlungsrückwirkung kompensiert wird. 

Zur Beantwortung des ersten Teils der Frage bemerken wir zunächst. daß 
bei einer nichtrelativistischen Kreisbewegung der Hauptteil der elektromagne- 
tischen Strahlung mit der Frequenz v der Bahnbewegung ausgesendet wird. Die 
Wellenlänge der Strahlung ist durch 


== SırSr (9.3.13) 
U vÜ 


gegeben. d.h.. die Wellenlänge ist viel größer als der Bahnradius. Wenn wir 
das elektromagnetische Feld in der Umgebung der Ladung wie üblich in eine 
Nah- und Fernzone einteilen. so hat die Nahzone eine Ausdehnung von emigen 
Wellenlängen. ist also viel größer als der Bahnradius der Bewegung. Man kann 
daher keinesfalls das lokale Äquivalenzprinzip auf die Strahlungsentstehung 
anwenden. da die Strahlung aus einer Region stammt. die viel größer ist als 
jener Bereich. in dem das Gravitationsfeld als homogen angenähert werden 
kann. 

Wir können diesen Sachverhalt auch noch anders ausdrücken. Elektroma- 
gnetische Strahlung kommt dadurch zustande, daß eine Ladung aus ihrem ei- 
genen Coulombfeld plötzlich herausbeschleunigt wird. da etwa elektromagne- 
tische Kräfte. die zur Beschleunigung einer Ladung benutzt werden. nicht auf 
das Coulombfeld wirken, so daß dieses zurückbleibt und in Form von Strahlung 
freigesetzt wird. Im Falle der Gravitationskraft erleidet aber das Coulombfeld 
in der Umgebung einer Ladung die gleiche Gravitationsbeschleunigung wie die 
Ladung selbst, so daß es zunächst zu keinen Strahlungserscheinungen kommen 
sollte. Dies ist die Aussage des Äquivalenzprinzips. Auf den oben betrachteten 
Fall ist es allerdings nicht anwendbar, da die elektromagnetischen Wellen (Pho- 
tonen), die emittiert werden, eine derart große Wellenlänge besitzen, daß das 
Gravitationsfeld nicht mehr als homogen angenähert werden kann und daher 
eine Relativbeschleunigung der Ladung zu dem sie umgebenden Coulombfeld 
auftritt. die zu Strablungserscheinungen führt. 

Anschließend gehen wir noch auf die Frage der Strahlungsrückwirkung ein, 
die in einer ausführlichen Arbeit von DeWitt und DeWitt behandelt wurde”?. 
Wie Abbildung 9.3 zeigt. kommt die Strahlungsrückwirkung so zustande. daß 
das an der Raumkrümmung gestreute elektromagnetische Feld. das in Punkt A 


©. M. DeWw itt, B.S. DeW itt, Physics 1 964); für eine Korrektur siehe M. Carmeli, 
3i( 3 
Phys. Rev. 138. B1003 {1965}. z 
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von der Ladung ausgeht, im Punkt B auf die Ladung rückwirkt. DeWitt und 
DeWitt konnten zeigen. daß dieser Effekt genau zur gesuchten Strahlungsrück- 
wirkung führt. Es ist dies ein Beispiel für die physikalische Bedeutung des 
„Schwanzes der Green-Funktion“. 


Weltlinie der Ladung 
B 
an der Raumkrümmung 
gestreutes Feld führt zur 


A Strahlungsräckwirkung 


Abbildung 9.3: Strahlungsrückwirkung für frei fallende elektrische Ladung. 


Aufgaben 
1. Wiederhole die in 7.5, Aufgaben 3. 4 angedeutete Differentialformenversion 


der Maxwell-Gleichungen. 


dAy=0. xd*2= 7. 


k_ Dem Vektorpotential entspricht die 
dA. Man überlege sich. daß diese 
Formeln (9.3.7. 9) beinhalten. 
ann-\etrik vorzunehmen 


wobei y = 4 Fi. de‘ Adet.y= Jdı 
1-Form & = A;dr?. und es ist 2 = 
Formeln unverändert auch die kovarianten 
wobei nur die - Operation bezüglich der Riem 
ist. Die Stromerhaltung erscheint als 


O=dAd+p= -d« 


/olumen V enthaltene Ladung Qv ist 


die in einem 3-V 
u=-[n-/ Kr. 
v av 


2. Ergänze die statische, sphärisch-symmetrische Metrik (8.4.6a}) durch geeig- 
nete Wahl von ® und eines sphärisch-symmetrischen elektrostatischen Fel- 
des zu einer Lösung der kombinierten Einstein- und Maxwell-Gleichungen 
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im Anßenraum einer im Symmetriezentrum befindlichen Punktladung 
(Reissner-Lösung. vgl. (8.4.30). 
Anleitung: Wir verwenden. analog zu 7.7 b ). die orthonormale Basis 


"=. = 91 °ar. =rdd. =rsinddo. 


Für ein sphärisch-symmetrisches elektrostatisches Feld ist (vgl. Aufgabe 


l) a = A(r)dt anzusetzen. daraus 2 = Mdradt = Yan al. 
= - Aura = -Arsindd Ado (vgl. Abschn. 7.4. Aufgabe 7). 
Im Außenraum ist y = 0. also0 =d«*.; = -(A’r?)’ sinddr AdBAdo — 
r?A’ = const. = -e (elektr. Flußerhaltung). daher 4’ = -e/r?. In der 


orthonormalen Basis ist die Auswertung von (9.3.10) besonders bequem: 
2T? = diag (A'?, 42, _ A'2, Ar). Nun kann ®(r) etwa aus GO = «TV 
leicht berechnet werden. wobei sich (8.4.30) ergibt. Wie hängt e mit der 
im Unendlichen in üblichen Einheiten gemessenen Ladung zusammen? (vgl. 
Aufg. 1). 


3. Zeige, daß für die Amplitude fi. des singulärsten (d-artigen) Anteils des 
Feldstärke-Tensors für ein unstetiges Vektorpotential A! = ax) +9 a? die 
folgenden algebraischen Relationen gelten müssen: 


Pz =(. Fr N. ik a3 =. 


+. Leite das zu (9.1.6) analoge Transportgesetz für die (Sprung-} Amplitude 
a’ und aus (9.3.8) a'w, = 0 her. a’ ist also raumartig und kann in der 
Form 0’ = An’ mitnn, = -1 zerlegt werden. Beweise und deute die sich 
ergebenden Formeln 


net (Are 


5. Was ergibt sich als Charakteristikenbedingung. wenn man von (9.3.7) ohne 
zusätzliche Eichbedingung ausgeht? ( Unstetigkeiten in Eichfreiheitsgraden 
dürfen zu keiner Einschränkung für w führen.) 


9.4 Spinorfelder und die Dirac-Gleichung 


Wegen der fundamentalen Bedeutung der Dirae-Gleichung für die Elementar- 
teilchenphysik ist die Frage nach ihrer Formulierbarkeit im gekrümmten Raum 
von prinzipieller Bedeutung. wenngleich wir keine meßbaren Effekte erwarten 


können. die von der Wechselwirkung des Spins mit dem Krümmungstensor 
stammen!!. 


14Spinoren im gekrümmten Raum haben daher seit einer fundamentalen Arbeit von R. Pen- 
rose {Ann. Phys. (N. Y.) 10. 171 (1960) } in der allgemeinen Relativitätstheorie hauptsächlich 
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Im flachen Raum sind Spinoren Objekte, deren Komponenten nach zweiwer- 
tigen Darstellungen der Lorentzgruppe transformieren, Im gekrümmten Raum 
haben wir (Tangential-) Vektoren und Tensoren abstrakt eingeführt. deren 
Komponenten bei Basiswechsel im Tantentialrauım. 


eu = ee (94.1) 
nach 
Fa _ Pe, Fu red > Pipe; rd (9.4.2) 


etc. transformieren. d.h. nach Tensordarstellungen der Transformationen 
(9.4.1). Wenn wir diese Transformationen nur durch det 2°, # 0 einschränken. 
bilden sie die Gruppe der allgemeinen linearen Transformationen GL(4), von 
der man weiß, daß sie keine mehrwertigen Darstellungen hat. Erst bei Ein- 
schränkung auf die (pseudo-) orthogonale Untergruppe (hier Lorentzgruppe) 
ergeben sich mehrwertige Darstellungen. (Um Mißverständnissen vorzubeugen. 
skizzieren wir den Beweis aus Cartan (1966): Eine mehrwertige (stetige. end- 
lichdimensionale) Darstellung von GLi{n) ergäbe un eine solche der 
Untergruppe SL(2.R). Da endlichdimensionale Darstellungen ; reeller (zusam- 
menhängender) Liegruppen analytisch sind. könnte zu einer mehrwertigen Dar- 
stellung der Komplexifizierung $L(2. C) fortgesetzt werden. Letztere Gruppe 
ist aber einfach zusammenhängend. kann also aus topologischen Gründen kei- 
ne stetigen mehrdeutigen Darstellungen haben.) Wir beschränken uns daher im 
weiteren auf orthonormale Basen. die durch griechische Indizes gekennzeichnet 


werden sollen: 


(ea. 83) = Na- (9.4.3) 
Die Relation (7.6.1) der Basisvektoren in benachbarten Punkten 
Des = w"3&a (941.4) 
muß daher eine infinitesimale Lorentz- Transformation 
(9.4.5) 


LP, =, + we 


sein (vag = -wsa folgt aus (7.6.15) wegen gas = Na3)- 
als mathematisches Hilfsmittel Beachtung gefunden (vel. Pirani, in Deser & Ford \ Bere 
zw. in ihrer zweikomponentigen Version. Wegen eines en As ns weit fun: 

i i ikel von Penrose in Klauder (19:2). h j 
me Rele zirzuschreiben, siehe Sun I ar bekannte mehrdeutige unendlichdirmensionale 
D a = R) hingewiesen; diese sind unitär. verlieren jedoch diese en 
bei Ch ungen nu SL(2 fen und das topologische Argument geht nicht mehr dure e en 
dr BOiEe Sheligkeitsbegnd (Operatornorm bei Unitärität) nicht offensichtlich ist. Vgl. Y- 
Ne’eman, D. Sijacki, Phys. Lett. 157B. 275 (1985). 
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Um nun das kovariante Differential eines Spinors zu finden. betrachten wir 
nochmals die Komponenten des kovarianten Differentials eines Vektors. die in 
(7.6.3) eingeführt wurden: 

(Dr)* = dit +3 0? =: de* + dr®. (9.4.6) 

Dabei berücksichtigt ör* die relative Rotation benachbarter Basisvektoren. 

(9.4.6) läßt sich nun sofort auf beliebige Tensor- oder Spinorfelder ı: verall- 
gemeinern [wir unterdrücken die Indizes von ı: zunächst). indem wir setzen 

Dv=de +: (9.4.7) 


dabei berücksichtigt der Korrekturterm öt die Änderung der Komponenten bei 
der w*3 entsprechenden Rotation der Basisvektoren im Tensor- bzw. Spinor- 
raum. Die Anderung öw erfolgt gemäß der zu „u“ ; gehörenden Darstellungsma- 
trix der Lorentzgruppe: 


dv= 4 Gusuu. (9.4.8) 
Ga3 = -G3a sind die bekannten sechs Erzeugenden {in der jeweiligen Dar- 
stellung) von Lorentzdrehungen in den (a. 3)-Ebenen. Die G,; genügen den 
Vertauschungsrelationen 

[Ga3.G75] = 2G a1 113 - 2G 315 Mje- (9.4.9) 
Die Matrizen G,3 haben etwa in der 4+-Vektordarstellung die Form 


(Gas); = 2153 d°j- (9.4.10) 
wodurch (9.4.7. 8) für © = (v*) in (9.4.6) übergeht. 
Für die hier interessierenden Dirac-Spinoren ist dagegen!® 
Gas = 4a BR (9.4.11) 


so daß das kovariante Differential eines Dirac-Spinors durch 


Dy =dv+ $ Na. Yaltrw®? (9.4.12) 
gegeben ist. (Die eckige Klammer in (9.4.12) bedeutet dabei den Kommutator.) 
Durch Zerlegung von (9.4.12) nach der orthonormalen Kobasis Tue}, 

Dv=D. vu84°. (9.4.13) 


lassen sich die kovarianten Richtungsableitungen D,, ı ablesen. und die Dirac- 
Gleichung lautet somit 


EEE WEILS HEBARHENIIEBTE SEHE ENDEN EEE 
'@Für diese und die folgenden Relationen siehe z.B. Sex! & Urbantke (1992). 
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(yD., tm =%. (9.4.14) 


Wir wollen die Aufgabe, diese Gleichung von der hier benutzten ortho- 
normalen auf die üblicherweise verwendete holonome Basis zu transformieren, 
etwas zurückstellen und zunächst die bisherigen Überlegungen an einem kon- 
kreten Beispiel erläutern. Dazu betrachten wir den flachen Raum und führen 


Zylinder-Koordinaten ein: 

ds? = di? — dp? - p? de? - de?. (9.4.15) 
Um die Dirac-Gleichung direkt in Zylinder-Koordinaten anschreiben zu können, 
wählen wir als orthonormale Basis und Kobasis 


w=dt, wi=dp. w?=pde. w =d:. 


3 3 18 F) (9.4.16) 


Eee =, ed e3 = Kress 

rg AT ur 

Daraus folgt du? = dw! = dw? = 0, dw? = dpAdo = p' 
Vergleich mit dw® = wg Auf: 


„Au? und durch 


= po tu? =do (9.4.17) 


| eines Dirac-Spinors ergibt 


wg = Wal 
und wu3 = 0 sonst. Für das kovariante Differentia 


sich somit 


Dy=di+ .a?jode. (9.4.18) 


Die kovarianten Ableitungen von ı nach den € sind also 


; f v1 m, 
[2 OH n _: De 12 . D..v=. 
D,u= —-, De, dı = ——; D,#= 96 4 £ ei ER 
a ” . (9.4.19) 


Die Dirac-Gleichung lautet daher in Zylinder-Koordinaten 


[0% A 2 >>) ze (% pt y?]+ „) v=0. (9.4.20) 
(Wr Varta 2) \Ap 


Zum Vergleich wollen wir diese Gleic 
Dirac-Gleichung mit elementaren Method 


hung noch aus der üblichen Form der 
en herleiten. Wenn wir in 


N, + „a (9.4.21) 
[oe II + Y—— tra, | TW : 
{9 a a7 ö2 


hr = pcoso. y= psin® Polarkoordinaten einführen. so wird (9.4.21) 
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du o7B) „LOL zT 
ar ea rs ie (9.4.22) 
dt Op p do 0: 
mit 
Wet. Per. Aeylcso+rsino 7°=-47'sino+7?cose. 


(9.4.23) 


Um von diesen ortsabhängigen Y-Matrizen wieder auf ortsunabhängige Matri- 
zen zu kommen. argumentieren wir wie üblich: Auch die $* erfüllen die Relation 
Bra ea, es muß daher eine Matrix $(o) geben. so daß 5° = SS. 
Setzen wir ferner U = Sr. so folgt aus (9.4.22) 


Rn du 180 „u 185 „_\- x 
10 4,8 „2 13 in? hy =0. (9.424 
(5 a ra oe v+mu { ) 


Bis auf die Bezeichnungsweise (\ statt x) ist dies bereits identisch mit (9.4.20). 
wenn noch gezeigt wird. daß 


a (9.4.25) 


Diese Relation ist für infinitesimale o unmittelbar einsichtig. sie folgt aber auch 

für endliche 0. weil o für die Drehung (9.4.23) ein additiver Parameter ist. 
Zuletzt sei noch kurz auf die übliche Terminologie und den Übergang auf 

holonome Basen eingegangen. Die Koeffizienten h*,. die in der Zerlegung 


„= hr,dı, ea = had, (9.4.26) 


der orthonormalen nach einer holonomen Basis auftreten. heißen Vierbeinfel- 
der oder Tetradenfelder. Sie dienen auch zur Umrechnung von holonomen auf 
orthonormale Tensorkomponenten (letztere heißen auch „physikalische Kom- 
ponenten). Die +-Matrizen werden durch 


yi= hary° (9.4.27) 


auf die holonome Basis bezogen. sie erfüllen 
7} = 2g*. (9.4.28) 


Schließlich bezeichnet man die bei der holonomen Basiszerlegung des kovarian- 
ten Differentials 


Dev = v,de = (3: + Le) dr’ (9.4.29) 
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auftretenden Matrix-Koefhzienten T, als Fock-Iwanenko-Koeffizienten. Sie sind 
durch 


PR. IR] he Bar (9.4.30) 


gegeben. 

Für die hier angegebene Dirac-Gleichung läßt sich auch eine Lagrange- 
Funktion angeben. Auf die Schwierigkeiten, die sich bei der Herleitung des 
Energie-Impulstensors daraus gemäß (3.4.24) ergeben. gehen wir hier nicht 


mehr ein!7. 


Aufgaben 


1. Zeige, daß die charakteristischen Hyperflächen „ = 0 für die Dirac- 


Gleichung (9.1.5) erfüllen!®. 

Anleitung: Ein Ansatz mit Unstetigkeit. v = vodla) + mn. führt wie in 
(9.1.4) auf die Bedingung det (7*eal)) =0: daraus folgt 

0 = det (y°ea(w))? = (newest). 


2. Leite Formel (9.4.30) her. (Die Rechnung mit Differentialformen ist für An- 
wendungen offensichtlich bequemer!) 


9.5 Gravitationswellen als Störungen einer 
Hintergrundmetrik 


In diesem Abschnitt wollen wir die Überlegungen über C harakteristiken und 
/akuumgleichungen anwenden. 


Ausbreitungsverhalten auf die Einsteinschen \ 
Dazu denken wir uns einer Hintergrundmetrik og: eine kleine. unster ige 
Störung überlagert. Wegen der Nichtlinearität der Feldgleichungen an wir 
die Störung so, daß erst die zweiten Ableitungen unstetig werden. während ogr% 


stetige zweite Ableitungen haben soll: 
2 
w i a 
Gik Z0Ik + Ak 2 Blu). (9.5.1) 


Dabei ist w(z) = 0 wieder eine zunächst beliebige Hyperfläche. Bevor a 
Ansatz in die Feldgleichungen Rx = 0 einsetzen. müssen wir wie beim e Mi ue 
magnetischen Feld Eichbedingungen wählen (Unstetigkeiten in Eichfreil Be 
graden können nicht zu Finschränkungen voR « führen). Am zweckmäßigsten 
ert werden, es sind aber die in (9.4.26) defi- 
dig. Siehe dazu etwa Brill & 


17Zur Herleitung von Tı, muß nach g.; varlü < 
nierten h*, neben den 9. ZUT Formulierung der Theorie notwen: 


/ . Mod. Phys. 29, 165 (1957). 
eenen eo auch als Eikonalgleichung im Grenzfall der geometrischen Optik. 


RR j 3 "sch 
Ein geeigneter WKB-Limes hingegen ergibt die in 4.1b) ee oA = 
Spin- und Krümmungstensor; vgl. J- Lawrence. Acta Phys. ee xx. 312 9). Ann. 
Phys. (N.Y.} 58, 47 (1970). Acta Phys. Polonica B1. 247 (1970). 
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erweist sich hier die harmonische Koordinatenbedingung. deren linearisierte 
Version bereits in Abschnitt 3.2 eingeführt wurde. Man verwendet als neue 
Koordinaten vier unabhängige Lösungen der Gleichung Z,4 = 0. Für diese 
harmonischen Koordinaten r' gilt!? 


0=I,r = g"" (mn Sg" han ö%r. 
(9.5.2) 
I” Ton =. Pi Fımn =0. 


Aus der letzteren Gleichung folgt g"" (Agmın — mn.) = 0. was in (2.7.5) ein- 
gesetzt. nach kurzer Rechnung, 


Rık = 9” Rnıkn = 3 9””" Gk.mn + Terme ohne 2. Ableitungen (9.5.3) 
2 


ergibt. Setzen wir (9.5.1) in die Vakuumfeldgleichungen R,xk = 0?° ein. so er- 
halten wir als Bedingung für das Verschwinden des unstetigen Terms x (x) 
gg“ “mwWn > 0. (9.5.4) 
Es ergibt sich also auch hier (9.1.5) als Charakteristikenbedingung. so daß sich 
Gravitationswellen-Signale mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten. Die (9.1.6) 
entsprechende Gleichung ist dagegen viel komplizierter und nicht linear. 
Das Resultat (9.5.4) ist offensichtlich von der Wahl spezieller Koordinaten 
unabhängig. Setzt man (9.5.1) auch in die Eichbedingung (9.5.2) ein. so erhält 


man ein weiteres invariantes Resultat. indem man den Koeffizienten von „#{w) 
nullsetzt: 


(rn? _ I ne —=Q. (9.5.5) 


Das ist eine algebraische Bedingung an die Sprungamplitude. die analog zu 
as, = 0 beim Vektorfeld ist. Aus ihr lassen sich (analog zu Aufgabe 3 von 


Abschnitt 9.3) algebraische Eigenschaften der Sprungamplitude rynırn des Rie- 
mann Tensors herleiten?! 


Tmkns =0, "milkn a) = D. (9.5.6) 


Derartige formal-algebraische Charakterisierungen des Riemann-Tensors sind 
in der Theorie der Gravitationsstrahlung von Bedeutung ( vgl. Pirani. in Deser 
& Ford (1965)). 

Die Näherung,. in der stetige Störungen kleiner (im Vergleich zu den Hin- 
tergrundkrümmungsradien) Wellenlänge behandelt werden, der Grenzübergang 


Diese Bedingungen werden auch oft nach de Donder oder Lanczos benannt und in Fock 
{1960} vielfach verwendet. 


Rppabei ist angenommen, daß ıg;; selbst Lösung von Rx = 0 ist. 


*! weiche die Transversalität der damit im Sinn von (8.4.23) verbundenen Gezeitenkräfte 
ausdrücken. 
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zur Eikonalapproximation (geometrische „Optik*) u. a. sind ausführlich von R. 
Isaacson®? behandelt worden. 

Es sei hier erwähnt, daß es die Untersuchung der Fokussierungswirkungen 
der Hintergrundmetrik og auf Licht- und Gravitationsstrahlen (Nullgeodäti- 
sche) waren. welche - zusammen mit topologischen Überlegungen zu eini- 
gen der berühmten Singularitätentheoreme der allgemeinen Relativitätstheorie 


führten?? 


Aufgabe 
Deduziere (9.5.6). 


nun be ie ae 
22Phys. Rev. 166, 1263 und 1272 (1968). 
23Gjiche F. Tipler et al., in Held (1880). Vol. II 


Kapitel 10 


Gravitation und Feldtheorie 


In diesem Kapitel sollen weitere Überlegungen über den Zusammenhang zwi- 
schen Gravitation und Feldtheorie angestellt werden. Ausgangspunkt ist dabei 
die Frage. warum die allgemeine Relativitätstheorie in ihrer Struktur so ver- 
schieden von den übrigen Feldtheorien ist. Weshalb benötigt man gerade für 
die Theorie des Gravitationsfeldes den aufwendigen Formalismus der Riemann- 


schen Geometrie? Kann man nicht auch eine lorentzkovariante Gravitations- 


theorie analog zur Elektrodynamik konstruieren? 


10.1 Das Gravitationsfeld als Spin-2-Feld 
im Minkowski-Raum 


e Lagrange-Funktion des Gravitationsfeldes in 


In Abschnitt 6.2 haben wir di 
Bezeichnungsänderung (x = 


linearer Näherung angegeben. Mit einer trivialen 
Pr. wir — Flir) lautet (6.1.20) 


ga - Ute; + 2, jir,) - fo Tr + Lur- 
(10.1.1a) 


wobei wir noch die Lagrange- Funktion der Materie L,, hinzugefügt haben. Die 
Materie denken wir uns dabei wieder durch ein skalares Feld A repräsentiert. 
Diese Lagrange-Funktion (10.1.1a) ist analog zur bekannten Lagrange-Funktion 


der speziell-relativistischen Elektrodynamik: 


er 
L=$ (va tv I MWikj 


L=13(A,A® - AAtt) -nA+LuA ne): (10.1.15) 

Es drängt sich die Frage auf, warum man nicht (10.1.1a) als Lagrange-Funktion 

einer speziell-relativistischen Gravitationstheorie auffassen kann, wobei das 
hinauf- bzw. hinuntergezogen. 


I Alle Indizes werden in diesem Kapitel mittels 77x 
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Tensorfeid ı,, als Feld im Minkowski-Raum zu behandeln wäre. Damit würden 
sowohl die Schwierigkeiten wegfallen. die durch die Nichtlinearität der Ein- 
steinschen Feldgleichungen bedingt sind. als auch diejenigen. die sich aus der 
ungewohnten Riemannschen Raumstruktur ergeben. 

In der Tat bestehen zwischen (10.1.1a) und (10.1.1b) sehr weitgehende Ana- 
logien. Durch Variation von ı‘,. bzw. .1' entstehen die Feldgleichungen 


Irre - Vy'k zu Ups; FUxKFNKk a Dr) =-fTk. (10.1.2@) 


DA Art, = ji (10.1.26) 


Wie man sich leicht überzeugt. sind diese Feldgleichungen unter den Eichtrans- 
formationen 


Ur Urt Akt Aka (10.1.3a) 


FE 3.0 (10.1.3b) 


invariant. wobei A{r) bzw. A,{r) beliebige Funktionen der Koordinaten sind. 
Die Eichinvarianz der Theorien kann man verwenden. um die Feldgleichun- 
gen zu entkoppeln. Man benutzt dazu die Bedingungen 


weht. (10.1.40) 


A'=0. (10.1.4) 


die durch geeignete Wahl der Afx) bzw. A,(r) zu erreichen sind (Lorentz- 
Eichung bzw. harmonische Koordinaten). Damit vereinfachen sich die Feld- 
gleichungen zu 


Dvdr=-f(Tr - zT) u (10.1.50) 


DA; =; (10.1.55) 


Die derart entkoppelten Feldgleichungen können mit Hilfe der Greenfunk- 
tionenmethode gelöst werden. Zumindest im Prinzip sind damit alle Effekte der 
Elektrodynamik und die Effekte der linearen Gravitationstheorie berechenbar. 

Bei diesem speziell-relativistischen Zugang zur Gravitationstheorie ist 
zunächst die Frage zu beantworten, warım man das Gravitationsfeld gerade 
durch ein symmetrisches Tensorfeld x. beschreiben will und nicht etwa durch 
ein Vektorfeld A*. wie in der Elektrodynamik, und warum ferner die Lagrange- 
Funktion des Gravitationsfeldes gerade die in (10.1.1) angegebene Form haben 


10.1. Das Gravitationsfeld als Spin-2-Feld im Minkowski-Raum 280 


soll. Um dies einzusehen, untersuchen wir zunächst die Elektrodynamik etwas 
näher. Ausgangspunkt der Elektrodynamik ist, daß die Ladung 


Q= ni d’.rp(r) (10.1.6) 


erhalten ist, wobei p(r) die Ladungsdichte darstellt. Es ist daher naheliegend, 
p(x) als Nullkomponente eines erhaltenen Vektors j.(r) aufzufassen: 


pP= Jo. =. (10.1.7) 


Wenn wir uns auf Kopplungen beschränken. die in Quelle und Feld jeweils li- 
near sind, kommt nur eine Kopplung von j{x) an ein Vektorfeld A’ in Fra- 
ge, also L, = AhA', bzw. eine Kopplung an ein Skalarfeld 9 in der Form 
DL, = ib! = -n'o+ (j,6)* = (56)". Da sich L\, aber wie angedeutet 
auf eine Divergenz reduziert, ist sie als Lagrange-Funktion nicht brauchbar, so 
daß das elektromagnetische Feld durch ein Vektorfeld A’ zu beschreiben ist. 
Zur Konstruktion der Lagrange-Funktion eines Vektorfeldes stehen zwei Inva- 
rianten zur Verfügung. die quadratisch in den ersten Ableitungen sind. nämlich 
A; Ak bzw. A,x A"* (eine dritte Invariante A, ’A*, kann durch partielle 
umgewandelt werden), so daß sich zunächst 


Integration in A; x A" 


L=3(aA,, A" +bA,k Au) (10.1.8) 
mit beliebigen Konstanten a, b als Lagrange-Funktion des elektromagnetischen 


Feldes ergibt?. 
Fordert man. daß die Lagrange-Funktion unter Eichtransformationen A, — 


A; + A; invariant sein soll, so folgt a = —b. Diese Forderung hat folgende 


physikalische Bedeutung: Ein Vektorfeld A’ hat vier Komponenten. die einem 
Spin-1-Feld (drei Komponenten) und einem Spin-0-Feld (eine Komponente) 
entsprechen. Die eichinvariante Lagrange-Funktion projiziert gerade die Spin-1- 
Komponenten des Feldes heraus, so daß das Photon nur Spin 1 aufweist”. Wählt 
man eine nicht eichinvariante Lagrange-Funktion, so tritt außer dem Spin-1- 
Photon noch ein Spin-0-Photon auf. Wegen der Stromerhaltung (10.1.7) enthält 
die Quelle ji eines elektromagnetischen Feldes allerdings nur drei unabhängige 


Komponenten, so daß das Spin-O-Photon keine Quelle hat. 
die Konstruktion einer Vektortheorie nicht möglich. 


Für die Gravitation ist i 
da das Integral der Massendichte nicht erhalten ist (Umwandlungsprozesse 
der Elementarteilchen!) und daher nicht Teil eines erhaltenen Vektorstromes 
sein kann. Ferner ergibt eine Vektortheorie der Gravitation stets Abstoßung 
von Massen, ebenso wie die vektorielle Elektrodynamik die Abstoßung gleich- 
namiger Ladungen vorhersagt. Dies kann man nur abändern. indem man dem 


ZVon einem möglichen Massenterm m? A? wollen wir hier absehen. 
3Genaueres dazu siehe z. B- Sexi & Urbantke (1992). 
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Vektorfeld negative Energie gibt (also das Vorzeichen des ersten Teiles von 
(10.1.1b) umdreht). was aber bekanntlich zu großen Schwierigkeiten führt*. 

Als Quellen eines Gravitationsfeldes stehen aber die zehn Komponenten von 
Tr = Tr, zur Verfügung. die durch die Erhaltungssätze 


RR (10.1.9) 


auf sechs unabhängige Komponenten reduziert werden. entsprechend einem 
Spin-0-Feld (die Spur T = T}’ von T;k) und einem Spin-2-Feld. Man kann daher 
entweder eine skalare (Spin 0) oder eine tensorielle Theorie (Spin 2) der Gra- 
vitation konstruieren, oder eine Mischung von beiden (Skalar-Tensor-Theorie). 
Für eine skalare Theorie der Gravitation lautet die Lagrange-Funktion einfach 
(g ist eine Kopplungskonstante) 


L,=10,0°-goT+Ly. (10.1.10) 


Eine derartige Theorie wurde von Nordstrom noch vor der allgemeinen Relati- 
vitätstheorie aufgestellt. 

Für eine Spin-2-Theorie der Gravitation ist die Lagrange-Funktion gera- 
de durch (10.1.1a) gegeben. da die Eichinvarianz (10.1.3) der Theorie aus 
dem Tensorfeld ı’* (dessen zehn unabhängige Komponenten den Spins 2.1.0,0 
entsprechen) genau Spin 2 herausprojiziert?. Vom Standpunkt der Feldtheo- 
rie bedeutet die Wahl der unter Eichtransformationen { 10.1.3a) invarianten 
Lagrange-Funktion (10.1.1a). daß das Graviton ein Spin-2-Teilchen ist und kei- 
ne Spin-O-Beimischungen auftreten. die auch möglich wären. da die Quelle des 
Feldes. wie erwähnt. den Spin-O-Anteil T enthält. 

Verallgemeinerte Gravitationstheorien erhält man durch Kombination von 
(10.1.1a) mit (10.1.10). wobei f? +29? = x die Übereinstimmung mit der 
Newtonschen Theorie sichert (siehe Abschnitt 10.3). In einer derartigen Theo- 
tie wird die Gravitationswechselwirkung teilweise durch Spin-0- und teilweise 
durch Spin-2-Gravitonen vermittelt (Skalar-Tensor-Theorien) 


10.2 Die Renormierung der Metrik und die 
Nichtlinearität der Feldgleichungen 
Die bisherigen Überlegungen scheinen zu zeigen, daß Elektrodynamik und Gra- 


Yitationstheorie völlig analog aufgebaut werden können, so daß das Problem 
der Konstruktion einer linearen Gravitationstheorie im Minkowski-Raum gelöst 


*H. A. Lorentz ‚bat versucht, eine Vektortheorie der Gravitation zu konstruieren. in der 
gerade diese Schwierigkeiten auftraten: Proc. Amst. Ac., p. 559 (1900). (Wir danken Herrn 
R. A. Breuer für diesen Hinweis.) 

Sm: i 

Eine Anleitung zur formalen Analyse mittels der Darstellungstheorie der Poincar&- 
Gruppe findet man z.B. in Sexl & Urbantke (1992). Abschn. 9.5. Aufg. 15. 
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erscheint. Die Komplikationen der Einsteinschen Theorie sind aber dennoch un- 
ausweichlich. da die bisherigen Überlegungen Widersprüche aufweisen. wie sich 
im folgenden zeigen wird. 

Wir leiten zunächst die Feldgleichungen für ein skalares Feld®. Lagrange- 
Funktion Lyy = 3(A., A.xn® — m?A?). her. das an das Gravitationsfeld nach 
(10.1.1a) gekoppelt ist. Variation nach A ergibt mit (siehe (9.2.3)) 


Tr = A: Ar - In (Aı Ann" - m? A?) (10.2.1) 


die Feldgleichungen 


(1- fu) O+m?)A+ 2fe Au + FA (WR, - U") =0. (10.2.2) 


Durch explizite Rechnung zeigt man leicht. daß (10.2.2) unter der Eichtrans- 
formation (10.1.3a) nicht invariant ist. Damit haben wir einen Widerspruch 
hergeleitet: Während die Feldgleichungen für wi* eichinvariant sind und damit 
das Feld ı"'* nur bis auf eine Eichung festlegen, geht diese unbekannte Eichung 
in die Bewegungsgleichungen des Feldes A ein! BY 

Ein zweiter Widerspruch zu den Postulaten der lorentzinvarianten Feldtheo- 
tie ergibt sich ebenfalls: Da zweite Ableitungen von A nicht nur im Term DA 
auftreten, sondern auch in den Kopplungstermen, erhält man als Charakteri- 


Stikenbedingung des Feldes A 


(1 - folntoon +2 fe twiwr = 0. (10.2.3) 
Das charakteristische Konoid des Feldes A ist daher nicht durch den a 
Minkowski-Lichtkegel (n*w.w.r = 0) gegeben, 50 daß sich das Feld eo 
mit Überlichtgeschwindigkeit ausbreiten kann und Akausalitäten nn EN 
Damit erscheint der Ansatz für eine lorentziuvariante Theo? er en 
tion völlig verfehlt. Wir können aber durch folgende RER an > 
legungen weiterführen: In erster Ordnung \n f ist die Feldgleichung (10.2. 


invariant unter (Aufgabe 1) 


vr = Bir + Au + Ak (10.2.4) 
z!om+2ft. (10.2.5) 
(10.2.6) 


Az) = Ä@). 
i it ei dinaten- 
also unter der Kombination einer Eichtransformation mit oo. 
transformation. In der Flektrodynamik ist dagegen die Feldg oz 
; vi 
Nicht ‚echsein mit dem in diesem Kapitel ebenfalls betrachteten skalaren Gra 
& zu verwi 
= BL s. 7. 79 (1959). 
ne Pe Phys. (N. Y.) 16. 96 (1961); Fortschr. Phys. 7. 79 (1959) 
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unter Eichtransformationen invariant. d.h.. es tritt kein Analogon zu (10.2.5) 
auf: vgl. Abschn. 11.5. 

Die Invarianz unter kombinierten Eich- und Koordinatentransformationen 
kann man dazu benutzen. um etwa ein konstantes Gravitationspotential. U, = 
Gk = Qx,. durch 


t=rt- fat (10.2.7) 


wegzutransformieren: 


Urea ur =. (10.2.8) 


Da konstante Potentiale auch in der Elektrodynamik durch Eichtransforma- 
tionen eliminiert werden können. ist diese Tatsache nicht weiter überraschend. 
Charakteristisch für die Gravitätionstheorie ist dagegen. daß auch konstante 


Feldstärken (homogenes Gravitationsfeld), also linear von x abhängige Poten- 
tiale 


ie (aikı = Ari = Qyır) (10.2.9) 


durch Eichtransformationen eliminierbar sind. Wählen wir A? zu 


AM 4 a'kı er. (10.2.10) 


also 


ter- 3 far ze. (10.2.11) 


so folgt 2; = 0. So kann z.B. ein homogenes Gravitationsfeld in der r!- 
Richtung. 


a0 = gff, vo =(eg/fMr. (10.2.12) 
durch die Transformation 


ı=2- sr (10.2.13) 


weggeschafft werden. Diese Aussage entspricht gerade dem Äquivalenzprinzip, 
das sich hier als Resultat ergibt, während es im Einsteinschen Aufbau der 
Theorie als Grundpostulat eingeht. 

Von hier aus gelangt man auch mit wenigen Schritten wieder zum Konzept 
des gekrümmten Riemannschen Raumes: Wenn wir einen beliebigen Raum- 
punkt herausgreifen und annehmen, daß sich das Gravitationsfeld dort in eine 
Taylorreihe entwickeln läßt, so können die konstanten bzw. linearen Terme 


durch Transformationen (10.2.7) bzw. (10.2.11) stets eliminiert werden, so daß 


das Gravitationsfeld im Koordinatensystem x? lokal wegtransformiert ist. Wenn 


wir nun Maßstäbe bzw. Uhren zur Vermessung der Raumzeit heranziehen. so 
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werden diese im System x die gleichen Längen bzw. Perioden anzeigen wie 
im schwerefreien Raum. Das System .’ wurde ja gerade so gewählt, daß darin 
lokal alle Gravitationsfelder weggeschafft wurden. Die nach dieser Vorschrift 
ausgemessene Raum-Zeit wird daher die Metrik (renormierte Metrik) 

ds? = me dt dır* (10.2.14) 


aufweisen und nicht durch das Linienelement des Minkowski-Raumes 


ds? = n,.dr'da* (10.2.15) 
gegeben sein. mit dem wir begonnen haben (unrenorinierte Metrik). Wegen 
dr dat dr! de” 
Or! Ir" 


(nix + 2f(Ai.n + Ar.ı)) de! dat = (na + 2fo)dr dr* 


ds? = ma de dat = Mk 
(10.2.16) 


=: gr de’ dır* 


weist diese renormierte Metrik. die mit tatsächlichen Maßstäben bzw. Uhren 
ausgernessen werden kann. global eine Riemannsche Struktur auf. Damit sind 
wir wieder zur allgemeinen Relativitätstheorie zurückgekehrt. wenn auch bisher 


nur in linearer Näherung. f 

Um die Rolle des Linienelementes (10.2.15) noch etwas näher zu analysieren. 
betrachten wir als Beispiel die Geometrie gir = diag (1 -Y. -1-7- -1- n -1- 
Y) = ne +2 fer. = 2M/r, d.h. (vom Standpunkt der Feldtheorie) das 
Gravitationsfeld %;, in der Umgebung eines Massenpunktes. Nach (10.2.7. 8) 


läßt sich dieses Gravitationsfeld lokal durch die Transformation 


#=:(1-3). i=r(1+}) (102.17) 


eren. Ein im Gravitationsfeld befindlicher Maßstab. der die Länge 


a weist daher von der unrenormierten Metrik {also von dem 
Minkowski-Raum, mit dem wir begonnen haben) aus betrachtet nur mehr die 
Länge Ar=1-3<l1 auf. Ein in ein Gravitationsfeld gebrachter Maßstab 
schrumpft daher, wenn wir ihn vom Standpunkt der Minkowski-Geometrie { Bi 
renormierten Metrik) betrachten. Ebenso bedeutet (10.2.17 ). daß eine ins Gra- 


vitationspotential eingebrachte Uhr langsamer geht als eine im gravitationsfrei- 


. a sehen zusammenfassend. daß zwei verschiedene Sn a 
in Maßstab (bzw. eine Uhr) an je 
sind. Wir können entweder festlegen, daß ein | bzw. eine | n 
ei en Raum-Zeit-Punkt per definitionem die gleiche. invariante Paaee 
(Periode) hat. Mit dieser Definition folgt, daß das mit diesen en “m 
messene Linienelement durch den Riemansschen Ausdruck (10.2.16) gegebe 


ist. Diese Konvention wurde von Einstein gewählt. 
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Wir können uns aber auch auf einen anderen Standpunkt stellen: Wir set- 
zen fest. daß das Linienelement einer Raum-Zeit per definitionem durch das 
Minkowski-Linienelement (10.2.15) gegeben ist. Dann folgt daraus. daß in die- 
ser flachen Metrik Uhren langsam gehen. wenn sie in ein Gravitationsfeld 
eingebracht werden. und Maßstäbe schrumpfen. In dieser Konvention wurde 
das Verhalten des Raumes axiomatisch festgelegt. während das Verhalten von 
Maßstäben dann dem Experiment entnommen werden muß. Beide Standpunkte 
sind äquivalent (wenn man von topologischen Fragen absieht). wie in Abbildung 
10.1 angedeutet ist. 


—_ 


Abbildung 10.1: Schrumpfen von Maßstäben in der Umgebung schwerer Mas- 
sen. 


Die Abbildung zeigt. daß in einer Ebene. in der Maßstäbe von Punkt zu 
Punkt verschieden schrumpfen, das Verhältnis von Umfang zu Durchmesser 
eines Kreises (nach der Anzahl der Maßstäbe gemessen) durchaus verschieden 
von 2r sein kann. An diesem Beispiel sieht man konkret die große Bedeutung. 
die konventionelle Festsetzungen in der Physik haben. Diese Bedeutung wurde 
vor allem von Poincare hervorgehoben, während Duhem betonte, daß einzelne 
physikalische Aussagen für sich allein genommen nicht testbar seien, nur ihre 
Gesamtheit. Auch das können wir hier an dem konkreten Beispiel sehen. da 
etwa die Aussage: „Der Raum ist flach“ oder „der Raum ist gekrümmt“ für 
sich allein genommen noch nicht sinnvoll ist. solange keine Definition über das 
Verhalten von Maßstäben gesetzt wurde. Eine ausgezeichnete Einführung in 
die hier angeschnittene Problematik, die uns weit in die Erkenntnistheorie der 
Physik hineinführt. bringen die Bücher von Reichenbach (1958). Grünbaum 
(1963). Poincare (1946) und Duhem (1954). 
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Die beiden verschiedenen, oben erwähnten Konventionen über das Verhal- 
ten von Maßstäben bzw. die Struktur der Raum-Zeit sind für Anwendungen 
gleichermaßen brauchbar (wenn man von Fragen der Topologie absicht), wobei 
bald das eine, bald das andere Bild eine einfachere Erklärung der phvsikali- 
schen Vorgänge liefert. So läßt sich etwa das in Kapitel 4 erwähnte Shapiro- 
Experiment leichter vom Standpunkt des flachen Raumes diskutieren, in dem 
Maßstäbe schrumpfen und Uhren langsamer gehen. Es folgt daraus nämlich, 
daß in der Umgebung einer schweren Masse (der Sonne) die Lichtgeschwin- 
digkeit einen kleineren Wert hat als im gravitationsfreien Raum (mißt man 
allerdings die Lichtgeschwindigkeit lokal. so erhält man infolge des Verhaltens 
von Maßstäben und Uhren stets den gleichen Wert wie im freien Raum). Diese 
Vorhersage der allgemeinen Relativitätstheorie führt dazu. daß ein Lichtstrahl. 
der knapp an der Sonne vorbeiläuft. dazu länger braucht. als es die Newtonsche 
Theorie angibt. Numerisch wird dieser Effekt in Aufgabe 2 berechnet. 

Damit haben wir aber auch bereits das Problem der scheinbaren Akausalität 
der Theorie gelöst: Im System zi, in dem &, = 0. also das Gravitationspoten- 


tial wegtransformiert ist. wird (10.1.3) 
ruzgwg=0. (10.2.18) 


In diesem renormierten Koordinatensystem ergeben sich die gleichen Charak- 
teristiken wie im flachen Raum. Die in (10.2.3) scheinbar vorhergesagte Über- 
lichtgeschwindigkeit ist durch die Benutzung von Koordinatenmaßstäben zu 
erklären, deren Länge nicht mit der physikalischer Maßstäbe übereinstimmt. 
Wenn wir das Bild einer Nachen Raum-Zeit benutzen wollen. in der Maßstäbe 
schrumpfen und Uhren langsam gehen. so ergibt sich eine Raum-Zeit-abhängige 
Grenzgeschwindigkeit. deren Effekte ja gerade im Shapiro-Experiment gesucht 
werden. j j 

Abschließend bleibt noch eine Fragestellung offen: Wir haben uns in den bis- 
herigen Überlegungen immer auf die erste Ordnung in der Kopplungskonstante 
f beschränkt und so eine lineare Theorie der Gravitation erhalten. W oher stam- 
men die Nichtlinearitäten der Einsteinschen Theorie? Durch Divergenzbildung 
sieht man. daß (10.1.2) den Erhaltungssatz 


eh (10.2.19) 


tz kann aber nicht für den Energie-Impulstensor 
a dann Teilchen im Gravitationsfeld keine Ener- 


gie gewinnen bzw. abgeben könnten). Der Enesene InDil Ne Tr sn e. 
tie, der in (10.1.1) als Quelle des Feldes angesetzt wurde. ist ı a, an 
den Energie Impulstensor des Gravitationsfeldes selbst zu ee > ka 
vitationsfeld erweist sich daher als selbstgekoppelt. was die Nicht 2. BR 
der Theorie erklärt. da die Quelle des Feldes der ee 5 Den 
Feld aber selbst Energie und Impuls besitzt. Ergänzt alt ı D. : n : 
invariante Weise durch den Energie-Impulstensor des Feldes va. 50 erBl 


impliziert. Dieser Erhaltungssa 
der Materie allein gültig sein (d 
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daraus eine Reihenentwicklung der vollen Lagrange-Funktion der allgemeinen 
Relativitätstheorie. so daß man auf diese Art die Einsteinsche Theorie in ihrer 
vollen Nichtlinearität zurückgewinnt®. 

Damit haben wir gesehen. daß der Versuch. eine lorentzkovariante Grarvita- 
tionstheorie aufzustellen. uns wieder auf die Einsteinsche Theorie zurückgeführt 
hat, wenn wir von einer eichinvarianten (Spin-2-) Theorie ausgehen. Die feld- 
theoretischen Überlegungen haben uns aber einen neuen Gesichtspunkt der 
Analyse des Raum-Zeit-Problems gebracht. der den bisher in diesem Buch ver- 
wendeten Einsteinschen Gesichtspunkt auf wertvolle Weise ergänzt. 


Aufgaben 
1. Verifiziere die Invarianz von (10.2.2) unter (10.2.4. 5, 6) für ? 20! 


2. Berechne den Shapiro-Effekt. 
Anleitung: In dem Bild, wo der Raum als flach und die Lichtgeschwindigkeit 
ortsabhängig angesehen wird. entnimmt man aus der linearen Näherung 


ds? = (1+2U)dt? - (1-20) dz2. 


an (10.2.20) 
Be LE ER, 
V ul 


Das Gravitationspotential hat auf elektromagnetische Vorgänge also etwa 
die Wirkung einer raumabhängigen Dielektrizitätskonstante und Permeabi- 
lität? 


e=u=1-2U>] 


Zum Shapiro-Effekt tragen bei: a) Die relativistischen Korrekturen zu 
den Planetenbahnen, b) die durch die Ortsabhängigkeit von ce bewirkte 
Krümmung des Lichtstrahls. c) die verringerte Geschwindigkeit. Hier soll 
der Haupteffekt €) betrachtet werden. Wir nähern den Lichtstrahl durch ei- 
ne Gerade und nehmen der Einfachheit halber Erde und Venus im gleichen 
Abstand von der Sonne an. Die Lichtlaufzeit ist 


d 
ee ern 
e{x) 


AR ist die scheinbare Abstandsvergrößerung. 


: Be) geeignete Variablenwahl kann diese Reihe aufsummiert werden, vgl. 5. Deser, GRG 
«9 {1970}. 


aWw. Thirring. Ann. Phys. {N. Y.) 16, 89 (1961). 
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R 


AR=4MGl (2 + Yr2 +2) Sen (10.2.21) 
«a 


ö 


Abbildung 10.2: Zum Shapiro-Effekt. 


Da 4MG = 6km. In 2R = 10, beträgt die scheinbare Abstandsvergrößerung. 
die sich als scheinbare Ausbuchtung in der Venusbahn auswirkt, AR = 


60 km. 


10.3 Verallgemeinerte Gravitationstheorien 


In Abschnitt 10.1 haben wir die Skalar-Tensor-Theorie der Gravitation als 
mögliche Verallgemeinerungen der FEinsteinschen Relativitätstheorie erwähnt. 
Wir wollen hier diese Theorie kurz!® untersuchen, wobei wir uns auf die linea- 
re Näherung beschränken wollen. da diese für die Diskussion der interessante- 
sten Effekte genügt. Durch Variablentransformation können in dieser Näherung 
auch einige der neueren Ansätze für Gravitationstheorien mit skalarem Anteil 
auf die nachfolgend diskutierte Form gebracht werden, z.B. die sich aus der 


Stringtheorie ergebende „dilaton gravity“. 
Die Lagrange-Funktion der Skalar-Tensor-Theorie lautet in linearer Nähe- 


rung 


L= 3 (Wins WR zu Urt uk y.) ao 


+410,0*" — FunT* —goT + Lm- 
Wählen wir für vr die harmonische Eichung (10.1.42), so erhalten wir aus 
(10.3.1) die Feldgleichungen 


Do=-9T. Dei = -fTr- 19«T). (10.3.2) 
IOVgl. Ausführlicheres dazu im Überblicksartikel RU. Sexi. Fortschr. Physik 15. 269 
(1967). 
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Für eine Punktmasse mit T,({r) = Mdiag (1.0.0.0) ö(z) ist 


M 
o=-4M iArr. U = 14 diag (1.1.1.1). (10.3.3) 
Überlegungen. die völlig analog zu denen des Abschnitts 10.2 sind. zeigen, 
daß im Fall der Skalar-Tensor-Theorie die Metrik des Riemannschen Raumes 
durch 


ds? = (ma + fin + 2goma)dr'drt =: guy, dridr* (10.3.4) 


gegeben ist. Wegen goo = 1+ 2 fwoo + 290 = 1 - 2 f? + 29?) M/Err ist 


P+29? =«k (10.3.5) 
für die Übereinstimmung mit der Newtonschen Theorie notwendig. Diese Re- 
lation zeigt, daß skalares Feld (2g°) und Tensorfeld (f?) beide zur Gravita- 
tionsanziehung beitragen (eine Vektortheorie hätte dagegen eine abstoßende 
Komponente zur Gravitationswechselwirkung hinzugefügt). 


Für das Linienelement ergibt sich aus (10.3.3) bis (10.3.5) in linearer Nähe- 
rung 


; Af 5 A 
ds’ = ( Fr ) dt” - (i +3 =) de?. (10.3.6) 
r 
wobei 
fR BE 29? 
= 2, Matze BSITE 
ai 1 f 33 292 (10 3 ) 


Während sich daraus die in Kapitel 4 diskutierte Rotverschiebung von Spek- 
trallinien genau wie in der Einsteinschen Theorie ergibt. erhalten wir mit Hilfe 
von (4.3.27) für die Lichtablenkung 


PO AM 
P?+29? R' 
Die Lichtablenkung ist daher kleiner als die von der Einsteinschen Theorie vor- 
hergesagte. Das ist darauf zurückzuführen. daß der skalare Anteil des Gravita- 
tionsfeldes keinen Beitrag zur Lichtablenkung liefert, da in einer rein skalaren 
Theorie die Metrik der Raum-Zeit konformflach ist und damit die Null-Geodäti- 
schen genau wie im flachen Raum verlaufen. wie am einfachsten aus der Cha- 
rakteristikenbedingung folgt. Während wir eine Perihelverschiebung in der hier 
diskutierten linearen Näherung nicht herleiten können. sind wir in der Lage. 
zwei Effekte zu skizzieren, die für Skalar-Tensor-Theorien charakteristisch sind. 


d= (10.3.8) 
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10.3.1 Die Veränderlichkeit der Gravitationskonstante 


Es zeigt sich. daß bei einer Ergänzung der hier verwendeten linearen Lagrange- 
Funktion (10.3.1) zu einer vollen nichtlinearen und kovarianten Theorie das 
skalare Feld o die Rolle einer variablen Gravitationskonstante spielt. Dies war 
sogar der Ausgangspunkt für alle Überlegungen über Skalar-Tensor-Theorien. 
Man versuchte nämlich. ebenso wie die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante 
auch die dimensionslose Gravitationskonstante (8.1.29) auf rein theoretischem 
Wege (ohne Messung) herzuleiten. Nun erschien es zwar möglich, die Fein- 
strukturkonstante a = 1/137 auf eine Kombination von Faktoren wie x. e 
zurückzuführen (wenn dies auch bis heute nicht geglückt ist). doch schien eine 
ähnliche Überlegung für die Gravitationskonstante ag = 5.9: 107°? wegen der 
Kleinheit dieser Konstante aussichtslos. Dirac versuchte daher den Ansatz 


ac Tito; (10.3.9) 


wobei r = h/me? = 10°?°s die Zeit ist, die Licht braucht. um die Comp- 
tonwellenlänge eines typischen Elementarteilchens zu durchlaufen (natürliche 
Zeiteinheit) und to = 10'7 s das Alter des Universums angibt. Aus (10.3.9) folgt 


eine Veränderlichkeit der Gravitationskonstante. die mit zunehmendem Alter 


des Universums abnehmen sollte. Wenn sich auch diese Idee Diracs nicht in ih- 
o hat sie doch für Erweiterungen 


rer ursprünglichen Form verwirklichen ließ, s 

der Einsteinschen Gravitationstheorie Anlaß gegeben, eben die Skalar-Tensor- 
Theorien. die dann ähnliche Veränderlichkeiten der Gravitationskonstante vor- 
hersagten!!. Diese Ideen wurden vor allem von Jordan und Thiry diskutiert 


und später von Dicke und Brans aufgegriffen. DE 
Der Vollständigkeit halber sei noch eine zweite, ähnliche Idee Diracs 


erwähnt, die Anlaß zu einer anderen Verallgemeinerung der allgemeinen Re- 
lativitätstheorie war. Nach Tabelle 5.1, Abschnitt 5.9. ergibt sich aus Dichte 
p und sichtbarem Radius R des heutigen Universums eine Gesamtmasse des 
sichtbaren Teiles von etwa Muniv 7 109° g x 10°” m (m ist die Protonenmas- 
se). Dies veranlaßte Dirac zu dem Ansatz 

Miniv _ (4/7)? = 10°. (10.3.10) 

m 

baren Masse des Universums mit dem 
nter anderem auf ständige Neuschaf- 
zurückführen, wa$ eine der Ideen der 


der eine ständige Vergrößerung der sicht 
Weltalter vorhersagt. Dies könnte man 
fung von Materie (Continuous Creation) 


sogenannten Steady-State-Theorie ist. u x 
Die hier erwähnten Hypothesen sind nicht nur aus physikalischen. sondern 
auch aus erkenntnistheoretischen und geistesgeschichtlichen Gründen interes- 

; ten vergleiche man folgende Artikel 
d neueren Beobachtungsdaten verg N > 


berg: R.C. Ritter: alle in 
n Held (1980); R.D. Reasenberg. Proc. 


(1980). 


IWegen einer Diskussion un 
P.A.M. Dirac; V. Canuto; R. D. as RC 
Dirac, in Perlmutter & Scott (1979); 1. Shapiro, ! 
GRG$I Conference. Jena 1980: ds., in Bergmann & de Sabbata 
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sant. Ihre Grundgedanken stammen aus einer Geisteshaltung. die die Natur 
durch reines Nachdenken. ohne Zuhilfenahme des Experiments erklären woll- 
te. So sollten auch alle Naturkonstanten nicht dem Experiment entnommen, 
sondern auf rein theoretischen Wege gewonnen werden. Hauptvertreter dieser 
Richtung. deren Anstoß vor allem von Einsteins Aufstellung der allgemeinen 
Relativitätstheorie kam. war Eddington. dessen Ausführungen dazu auch heu- 
te noch sehr interessant sind. Nach 1945 ist die Physik sehr stark von dieser 
Grundhaltung abgegangen und sucht die Natur auf einem weit pragmatische- 
ren \Weg (der wahrscheinlich auf amerikanische Einflüsse zurückzuführen ist) 
zu beschreiben. 


10.3.2 Die Veränderlichkeit der Ruhmassen 


Wir sind nun auch in der Lage. die in Abschnitt 4.1.b) diskutierte mögliche 
Verletzung der Gleichheit von träger und schwerer Masse zu diskutieren. Die- 
se kommt in Theorien mit veränderlicher Gravitationskonstante auf folgende 
Weise zustande: In Kapitel 3 (siehe z.B. (8.3.11)} haben wir gesehen. daß die 
Alasse eines Körpers aus den Ruhmassen der beteiligten Teilchen, dem Mas- 
senäquivalent der Kompressionsarbeit und dem (negativen) Massenäquivalent 
der Gravitationsbindungsenergie zusammengesetzt ist. Hängt nın die Gravita- 
tionskonstante von Raum und Zeit ab, so auch die Bindungsenergie. so daß die 
Masse eines Körpers eine Funktion von Raum und Zeit wird. Da verschiede- 
ne Körper verschiedene Anteile von Gravitationsselbstenergie enthalten. ergibt 
sich daraus. daß auch das Verhältnis der Ruhmassen verschiedener Körper eine 
Funktion von Raum und Zeit wird. Man kann diese sehr komplexen Effekte aın 
besten dadurch beschreiben, daß Abweichungen der Gleichheit von träger und 
schwerer Masse auftreten, wie ausführlich von Nordvedt!? gezeigt wurde. 


mm 0 
2X. Nordvedt. Phys. Rev. 169, 1019 (1968): 180, 1293 (1969). 


Kapitel 11 


Gravitation und 
Eichtheorie 


Zu Beginn der Siebzigerjahren haben sich in der Teilchenphysik die Methoden 
und Ideen der Quantenfeldtheorie wieder durchgesetzt, nachdem längere Zeit 
hindurch vor allem phänomenologische Ansätze im Vordergrund standen, die 
sich weitgehend von den Zielsetzungen der allgemeinen Relativitätstheorie un- 
terschieden. in der man seit 1915 im wesentlichen mit einer einzigen Lagrange- 


funktion ausgekommen war. Die neue Richtung der Teilchenphysik hat auch 


die Tendenz belebt, eine vereinheitlichte Theorie aller Wechselwirkungen auf- 


zustellen. 

Grundlage der neuen 
erstmals im Jahre 1954 von Yang & Mill 
durch Fortschritte auf dem Gebiete der Renormierung und der spontanen Sym- 
metriebrechung wieder aktuell geworden ist. gipfelnd in der Aufstellung des 
sog. „Standardmodells“ der Elementarteilchenphysik. Die Ideen der klassischen 
Aspekte der Eichtheorie werden in Abschnitt 11.5 diskutiert. Zunächst soll aber 
ein formaler Aspekt im Vordergrund stehen, der den Zusammenhang zur allge- 
meinen Relativitätstheorie herstellt, nämlich der Begriff der kovarianten Ablei- 
tung und der Übertragung (Konnexion), der im Formalismus der Eichtheorien 
eine zentrale kinematische Rolle spielt. Darauf aufbauend hatte Utiyama im 
Jahre 1956 auf die Analogie zum Formalismus der Relativitätstheorie hinge- 


wiesen, und seither gab es zahlreiche Versuche. auch die Gravitationstheorie 
als Eichtheorie aufzubauen. Die teilchenphysikalischen Erfolge der Eichtheorie 


in den 70er Jahren verstärkten diese Tendenz. 
Wir wollen in diesem Kapitel den kinematischen und dynamischen Rahmen 
lem - auf einem mitt- 


klassischer Eichtheorien - also ohne Quantisierungsprob n mi 
leren Abstraktionsniveau darlegen und mit jenem der allgemeinen Relativitäts- 
theorie vergleichen. um Gemeinsamkeiten und Unterschiede herauszustreichen. 


Entwicklungen ist das Prinzip der Eichtheorie. das 
s formuliert wurde und um 1970 
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Dabei werden sich auch einige mögliche Verallgemeinerungen der Gravitations- 
theorie ergeben. 

Im folgenden werden außer den differentialgeometrischen Methoden auch 
Liegruppen eine wesentliche Rolle spielen'. Dies ergibt sich aus dem Trend der 
Teilchenphysik. den empirisch gefundenen Teilchenmultipletts Darstellungen 
geeigneter Gruppen zuzuordnen und ihre Wechselwirkung durch Austausch von 
Quanten (Photonen. W-Bosonen. Gluonen.... ) eines zu der Gruppe gehörigen 
„Eichfeldes" zu beschreiben. Für nichtkommutative Gruppen ergibt sich dabei - 
wie in der Relativitätstheorie - eine Selbstwechselwirkung des Eichfeldes. Daher 
versucht man weiter. die Wechselwirkungen von Eichfeldern. die zu verschiede- 
nen Gruppen gehören. als Selbstwechselwirkung eines einzigen Eichfeldes einer 
umfassenden Gruppe zu deuten und damit die Theorie inımer weitergehend zu 
vereinheitlichen. Um die Gravitation mitzuerfassen. gilt es. eine ihr zugrunde- 
liegende Gruppe aufzuspüren und sie mit den übrigen Gruppen in eine Gesamt- 
gruppe einzubauen. Im Zusammenhang mit der Relativitätstheorie haben wir 
dabei gelegentlich (Abschnitt 7.6 und 9.4) die Lorentzgruppe erwähnt. Sie wird 


auch im folgenden eine wichtige Rolle spielen. sich aber dennoch als etwas zu 
klein erweisen. 


11.1 Übertragungen in Vektorbündeln 


Wir wollen hier den in Abschnitt 7.6 eingeführten Begriff der Übertragung 
einerseits axiomatisch und basisfrei formulieren. ihn andererseits auch soweit 
verallgemeinern. wie dies aufgrund der heutigen Modelle der Elementarteil- 
chenphysik geboten erscheint. 

Eine Übertragung auf einer Mannigfaltigkeit X” erlaubt es. Vektoren zu 
vergleichen. die zu Tangentialräumen zweier infinitesimal benachbarter Punkte 
gehören. und dadurch eine kovariante oder absolute Differentiation D von Vek- 
torfeldern einzuführen. Dabei ist es offenbar zunächst aber unwichtig. daß diese 
Vektoren tatsächlich Tangentialvektoren sind. (Die Definition in 7.1 zeigt. daß 
Tangentialräume in natürlicher Weise mit der Struktur einer Mannigfaltigkeit 
ee) Vielmehr genügt es. sich vorzustellen. daB an jedem 
ee eine „Kopie“ Vp (d.i. ein isomorphes Bild) irgendeines fest 

gegebenen Vektorraumes V angebracht ist. (Diese Verallgemeinerung wUl- 


. ie 1919 von R. König (Jb. Dt. Math. Ver. 28. 213} betrachtet.) Das 
Re N aus der Teilchenphysik ist der „Isospinraum“. 
es Pe heißt ein Vektorraumbündel (kürzer: Vektorbündel) 


ber > mit Standardfaser V. symbolisch E(X".V}: die Vek- 
ie a Beien seine Fasern. Die Verallgemeinerung des Tangentialvek- 
Schnitt ee ist der Begriff des Schnittes eines Bündels: ein 
a “U jedem P € X” einen Vektor v{P) € Vp aus der Faser über 

; itte können wie Tangentialvektorfelder punktweise addiert und mit 


Die hier benötigten Hilfsmittel finder man z.B. in Sex! & Urbantke (1992). 
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Funktionen auf X” multipliziert werden. Die Faserdirmension [ = dim V kann 
durchaus von rn verschieden sein. und selbst für f = r hat Vp mit dem Tau- 
gentialraum Tp i.a. nichts zu tun. Im weiteren ist stets f< x angenommen. 

Spezialfälle aber sind: 1. Das Tangentialbündel T(X”) mit Vp := Tp und 2. 
Bündel, die mit T(X”) in natürlicher Weise „assoziiert” sind. etwa das Koran- 
gentialbündel T*(X”), wo Vp::=T5. und allgemeiner Tensorbündel THX"). 
wo Vp=Tp%...2T5 2... 

In analoger Weise kann man nıit einem gegebenen Vektorbündel Z(X".V) 
über X” weitere Bündel E*(X”.V*). EX". Vy) usw. assoziieren und zu 
zwei Bündeln E,(X”.Vı), E2(X", V) die direkte Summe (Ei = Es X”. Vi 
V>) und das Tensorprodukt (Fı 8 E2)(X".Vı SV) bilden: die algebraischen 
Operationen erfolgen in allen diesen Fällen faserweise. Ist V ein komplexer 
Vektorraum. so ist hier auch die Bildung des komplexkonjugierten Vektorraums 
V wichtig. der aus den (komplexwertigen) antilinearen Funktionalen auf V* 
besteht. während V* natürlich aus komplexwertigen linearen Funkrionalen auf 
V besteht. Zu x € V komplexkonjugiert ist per def. das antilineare Funktional 
TeV. das jedem a € V* die zu a{v) konjugiert-komplexe Zahl zuweist. (Vgl. 
mit der Einbettung V < V**. Abschnitt 7.31) 

Da in einem späteren Abschnitt von globalen Eigenschaften zu reden sein 
wird, soll bereits hier erwähnt werden, daß es wegen der im allgemeinen Fall nur 
„losen“ Zuordnung P — Vp nicht genügt. die Standardfaser Vzu kennen. um 
das Bündel im Großen (d.h. über ganz X”) zu charakterisieren, wie folgende 
Abbildung illustrieren möge. in der uns die Gesamtheit der Fasern als eigene 


Mannigfaltigkeit. die Bündelmannigfaltigkeit (hier als Band“) entgegentritt: 


Abbildung 11.1: Die Bündel E’(8',R') und E’S',R En . 2 
zes in keinem brauchbaren Sinn gleichwertig ( = a TS IE 
ist nur bei Beschränkung auf Teilstücke der Basis S' der Fall. 


ser S 27 Ba‘ Er = d 
E’ ist im Großen topologisch S' x R! (sog: eryales nn. a 
E” dagegen verdrillt ist. Das Tangentialbündel von S! etwa Ai ee 
Typ E’. wie man sich leicht plausibel macht. Die un nn 
Bündelmannigfaltigkeit mit erfassenden Definitionen für Vektor 


RR ächern {vgl. Dieudonne 
oben erwähnten Operationen mit ihnen. Wie sie in Lehrbüchern (vgl. D 
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HI + IV (1976)) zu finden sind, berücksichtigen automatisch Möglichkeiten der 
Art von Abbildung 11.1 und sorgen z.B. auch dafür. daß das duale Bündel zu 
E’ wieder. wie ınan es intuitiv erwarten würde, vom Typ E’ und nicht etwa 
vom Typ E” wird. und umgekehrt. 

Die Einführung einer (linearen) Übertragung (Zusammenhang. Konnexi- 
on) im Vektorbündel erfolgt wie in Abschnitt 7.6. wobei das dort verwendete 
n-Bein-Feld {e,} durch eine Basis von Schnitten {b.T = 1..... J} zu eıset- 
zen ist. (Eine Übertragung im Tangentialbündel von X” nennen wir weiterhin 
kürzer lineare oder affine Übertragung auf X”.) Basisfrei können Übertragun- 
gen durch Formalisierung der Eigenschaften der zugehörigen kovarianten Dif- 
ferentiation eingeführt werden. Axiomatisch ist eine kovariante Differentiation 
D in einen Vektorbündel eine Vorschrift. die jedem Tangentialvektorfeld u und 
jeden Schnitt ® des Bündels einen Schnitt D,w zuordnet, seine kovariante 
Ableitung nach u. wobei 


2) D,(fv) = u{lflv + fDiv (Produktregel) 
3) Dant= fDhv+D,v (Linearität der Übertragung). 


(11.1.1) 
Dabei ist f eine Funktion auf X”, £ ein weiterer Schnitt, v ein weiteres Tan- 
gentialvektorfeld. Das kovariante (oder absolute) Differential Dy wird als „E- 
wertige 1-Form" definiert. wobei (Di)(a) für jedes Vektorfeld u der Schnitt 


(Dr)(u) := D,v (11.1.2) 


ist. Daraus ergeben sich die Regeln 


Y) Die+v)=De+Dw 
a11.r) 
?) D(fv)=df®u+fDv. 


Konkret wird eine Übertragung oder Differentiation über ihre Wirkung auf eine 
Sehnittbasis {br} festgelegt durch Angabe der Zerlegung (vgl. (7.6.2)) 


Db; =w,; 9b; oder Dybr =w7 (u)b,. (11.1.3) 


wo also (or N) eine Matrix von 1-Formen ist, die Übertragungsmatrix. Wie 
sofort aus 1’). 2) folgt, ändert sie sich bei Basiswechsel {b7} — {br = S’ ıb,} 
analog zu (7.6.5). Wählen wir noch eine Tangentialbasis {e,} mit Kobasis {e‘}. 
so können wir u’; zerlegen gemäß 


7 J ı 
wr=A“ne' oder w’r(e,) = A’; D.bı = A’nb; (11.1.4) 
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it den von {br}. {e,} und der vorliegenden Übertragung abhängigen Über- 
agungskoeffizienten A’ 7, (vgl.(7.6.1)). Für einen beliebigen Schnitt u mit 
er Komponentenzerlegung & = ulbj sind die Komponenten oT gewöhnliche 
ner und aus den Regeln 1), 2). 3) ergibt sich daher Dv = (Di) ® br. 
obei 


ey = del +wl zu? 
(11.15) 


mit vw; =e(W)+ Ani’. 

E(X”".V) assoziierten Bündel 
edem dieser Bündel eine rige- 
en völlig unabhängig ist 
(Bei der Konstruktion 


a 
D.,& WU „dr 


i Wir dehnen nun die Operation D auf die zu 
’*, E£ usw. aus. Im Prinzip könnte man jaimj 
@ Übertragung definieren. die von der in E definiert 
ind wieder eine neue Struktur in die Theorie einführt. 
‘on Feldtheorien ist es stets wichtig, sich zu überlegen, wieviele unabhängige 
itrukturen man einführen will, und bei der Analyse einer vorgelegten Theorie 
nuß man zunächst die vorhandenen Strukturen und etwaige Abhängigkeiten 
wischen ihnen feststellen.) Im Sinn eines „Prinzips der Sparsamkeit bei der 
Zinführung neuer Strukturen“ ist es nun interessant zu bemerken. daß es eine 
1atürliche Art gibt. aus D eindeutig eine entsprechende Operation in den as- 
ioziierten Bündeln zu konstruieren, die deshalb wieder mit D bezeichnet. wird. 
Dies geschieht durch die Forderung, daß „Übertragung in den Nachbarpunkt“ 
ınd „Bildung von inneren Produkten (Kontraktion). Tensorprodukten. direk- 
en Summen und komplex-Konjugiertem“ kommutieren im Sinne von: „inneres 
Produkt im Nachbarpunkt = inneres Produkt der dorthin übertragenen Fak- 
toren“, „Übertragung des Tensorprodukts = Tensorprodukt der übertragenen 
Faktoren“ etc. Aus unserer infinitesimalen Heuristik ergibt sich. daß wir axio- 
matisch für direkte Summen Additivität und für Produkte stets Leibniz-Regeln 


der Art 


an = (Didi) @varrı © aDudr 
D,(ılı & 32) = (Du di) (11.1.6) 


ullp.u)) = (Diet (9,Du®) 


sten Fall vr, ya Schnitte zweier verschie- 


fordern werden. Dabei können im er ae ; " 
dener Bündel E,, Ez2 mit Differentiationen D. D sein. während im DREHEN 
Fall y. y: Schnitte dualer Bündel sind und ( » ) das innere Produkt zw ee 
Kovektor und Vektor bezeichnet. DaB dies die Operation D im dualen Bünde 
festlegt. sieht man etwa mittels einer Schnittbasis {br} und ihrer dualen Basis 
{5}. (11.1.6) ergibt sofort 

h. Di = u stu) 6’ 


(Dub) wu), ER 


(11.1.7) 
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Schließlich benötigen wir noch die äußere kovariante Ableitung von E- 
wertigen p-Formen”. die jedem Punkt Pe X” ein Element aus APIT, PJEVPp 
zuordnen und somit Summen von Produkten a Zt: sind. wo a eine gewöhnliche 
p-Form und ı' ein Schnitt des Bündels E ist. Man gelangt nämlich über diesen 
Begriff am übersichtlichsten zur Krümmung und den Krümmungsidentitäten. 
Es genügt. die gewünschte Operation für solche Produkte zu definieren und 
im übrigen Additivirät zu verlangen. Dazu ist es zuvor nötig. das äußere Pro- 
dukt einer E-wertigen p-Form wie a © ı' mit einer gewöhnlichen g-Form 3 zu 
definieren. was naheliegenderweise durch 


INeazgw):=(IAa) ZU 


und Bilinearität erfolgt. Damit ist erklärt. was aADı' bedeutet. und wir können 
nun D für && u definieren als die E-wertige (p + 1)-Form 


| Diasi):=(dAa)gZu+(-1PaADr: 


L 


(11.1.8) 


für gewöhnliche p-Formen setzt man natürlich 


| Dia :=dna. | (11.1.9) 
Be re] 


Für die so definierte Operation DA (vielfach wird hierfür nur D geschrieben. 
während dann unser obiges D mit V bezeichnet wird) gilt eine (7.5.5.2) und 
(11.1.6) verallgemeinernde Produktregel. wobei aber zu beachten ist. daß das 
Symbol A dabei nicht eindeutig ist (und besser etwa mit A zu bezeichnen wäre: 
sind ı', „ Schnitte zweier Vektorbündel und a, 3 gewöhnliche Formen. so kann 
man für die bündelwertigen Formen az 1. 32 „ als Produkt 


(azV)AldEp):=lard)z(vog) 


definieren: dabei bestehen für 4:0 5 neben der stets möglichen Interpretation 
u 2 £ häufig noch andere nützliche bilineare Möglichkeiten). Für E-wertige 
1-Formen ® läßt sich aus (7.5.6') und (11.1.8) die Formel 


| (Di d)u.v) =D,(®v)) - D.{®fu)) - Blu. v)) ) (11.1.10) 


gewinnen (Aufgabe). 

An dieser Stelle ist nun nachdrücklich auf eine Besonderheit des Tangen- 
tialbündels T(X”") hinzuweisen. Wir können zu jedem Vektorbündel das asso- 
ziierte Bündel E} mit Fasertyp V 2 V” und Schnitte hiervon betrachten. Ein 
Element von Vp 2 V} definiert (durch Kontraktion) eine lineare Abbildung 
Vp— Vp. Im Fall E = T{X"?) ist dies eine lineare Abbildung Tp — Tp. und 


?R. König. Jb. Di. Math. Ver. 41, 169 (1933). 
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ein Schnitt des Bündels TI (X") = T{X") = T*{X”) kann in diesem Fall auch 
als vektorielle 1-Form interpretiert werden (und nur in diesem Fall, denn nur 
hier wird jedem Tangentialvektor etwas in linearer Weise zugeordnet, was ja zur 
Definition der 1-Form gehört!) Nur in diesem Fall kann also für einen Schnitt 
U neben dem kovarianten Differential DP (eine El = T/-wertige 1-Form!) 
auch das äußere kovariante Differential DAW gebildet werden (eine vektorielle, 
d.h. T-wertige 2-Form!). Man sieht das auch am Indexbild der Komponen- 
ten: W hat Komponenten 7. DW habe (holonome) Komponenten Y/,, dann 
können sich nur im Fall des Tangentialbündels die Indizes /. . ebenfalls auf die 
benutzte Tangentialbasis beziehen. %, — W;. und nur dann hat es einen Sinn. 
die kovariante Ableitung vi. ‚ bezüglich j und k zu antisymmetrisieren (W}.; 
unterscheidet sich von den holonomen Komponenten von DAWV nur um einen 
Torsionsterm. siehe Aufgabe). 

Betrachten wir nun insbesondere den Schnitt 6 := 67 bob; = b Sbr. der die 
identische Abbildung Vp — Vp vermittelt. Es ist leicht zu sehen (Aufgabe), 
daß die zweite Bedingung von (11.1.6) gleichwertig ist mit 


| Dö=0. (ILLıD) 


Fürs Bündel TH{X”) kann ö = e! 8 e, auch als vektorielle 1-Forın gedeutet 
werden (sogenannte kanonische (Verschmelzungs)form: das Tangentialbündel 
ist mit X” verschmolzen. das heißt X" kanonisch zugeordnet). und Dö = 0 
impliziert nun keineswegs Dis = 0. Vielmehr ist die vektorielle 2-Form 


8:=DAö | (11.1.12) 


eine wichtige, den Affinzusammenhang auf X" charakterisierende Größe. seine 
form. Aus Formel (11.1.10) folgt 


sogenannte Torsions 


uv)=Dur-Du- ul. | (11.1.13) 


Setzen wir 8 = ®' ze, mit gewöhnlichen. nach (7.6.8) transformierenden 
2-Formen ©: (derartige „partielle Komponentenzerlegungen” mit skalaren p- 
Formen als Komponenten sind sehr nützlich für praktische Rechnungen). so 


ergeben obige Regeln aus ö = e ge 


e=-g92e. 8 =dAe tu, Ne | (11.1.14) 
! 

ung. vgl. (7.6.7))- Wegen der geometrischen Be- 
B Raschewski 1959) oder Bishop-Crittenden 
Kontinuumstheorie der Verset- 


Deutschen Physikertag 1963. 


{1. Cartansche Strukturgleich 


deutung der Torsion siehe z. 
(1964). wegen einer physikalischen Anwendung ( 


zungen in Kristallen) etwa Kröners Vortrag zum 
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Aufgaben 
1. Beweise Formel {11.1.10). 
2. Beweise Formel (11.1.11). 


3. © = Bd), 2b’ br sei eine p-Form mit Wertenin E 1, so daß die Komponenten 
® z gewöhnliche p-Formen sind. Berechne die in der Zerlegung DA® = (DA 
&)5 2b’ 2bj aufscheinende Matrix von (p + 1)-Formen. 

Lösung: Bezeichnen wir diese Matrix mit DA ®. so ist 


[Da@=ans-uns-Cıpenu | (11.1.15) 


4. Wodurch unterscheiden sich für eine vektorielle 1-Form ® die Größen Di® 
und At D® (d.i. die Antisymmetrisierung von D®)? 
Lösung: 


DA®=AILDP+ CI 20). (11.1.16) 


wo C eine Kontraktion bedeutet (Komponenten ®, OR). 


5. useiein Vektorfeld auf X” und v ein Schnitt eines beliebigen Vektorbündels 
E(X*.V). Kann man den Begriff der Lie-Ableitung von Tensorfeldern ver- 
allgemeinern und L,w sinnvoll definieren? 


6. Fin Schnitt » von E(X”, V) sei nur längs einer Teilmannigfaltigkeit xXrc 
X” definiert. Man überlege sich. daß D,v sinnvoll ist, wenn u tangential zu 
X’ bleibt. 


11.2 Parallelverschiebung 
und Krümmungsform 


Heuristisch gesprochen gestattet eine Übertragung in E(X”, V') zunächst, einen 
Vektor aus V p in eine infinitesimal benachbarte Faser Vg zu übertragen. Ein 
Schnitt vw. dessen Werte Öp. &g, ... im Sinn der Übertragung parallel sind. 
erfüllt Di = 0 {{Wert in P) = {Wert in Q, nach P übertragen)); man sagt 
auch. © sei kovariant konstant. Diese Gleichung hat im allgemeinen jedoch 
keine nichttrivialen Lösungen. aus ihr folgen nämlich die nichttrivialen Inte- 
grabilitätsbedingungen 


DADu =0. (11.2.1) 


Es ist nun bemerkenswert, daß die E-wertige 2-Form DAD% (bzw. (p + 2)- 
Form DAD A «, falls & eine E-wertige p-Form ist) in jedem Punkt P nicht von 
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den Ableitungen von 4 in P. sondern nur vom Schnittwert up selbst linear- 
homogen abhängt: ist f eine Funktion auf X”. so gilt nach unseren Regeln 


DAD(fv) =Dia(df@e+fDi)=dAadfnme-dfADe 
(11.2.2) 
+dfADv + fDADue = fDADi. 


Die Operation DAD definiert daher eine 2-Form 2 mit Werten in EI (d.h.. in 
jedem Punkt gehören die Werte Du,v) zu Vp&Vp) derart. daß ihre Kon- 
traktion mit & gleich 


9v):=DADr (11.2.3) 


ist (bzw. C{N Aw), falls y eine E-wertige p-Form ist - dabei deutet (' wie in 
(11.1.16) die Kontraktion an). heißt die Krümmungsform der Übertragung. 
Für jedes Paar von Tangentialvektorfeldern u, v ist also MXu.r) = -Or.u) 
ein Schnitt von El, und Formel (11.1.10) mit ® = Dr liefert die hier gültige 


Version der Ricci-Identität 


E v)(&) = DulDed) - D,(Duv) - Duxte- i (11.2.4) 


egen wir © nach der Schnittbasis [b! &b,} von El. 


a=-M,ebl »br. | (11.2.5) 


so erhalten wir als Komponenten 0/, gewöhnliche 2-Formen. die die 
Krümmungsmatrix % der Übertragung bezüglich der Basis {b,} bilden an 
bei Basiswechsel analog zu (7.6.10) transformieren. wie man sofort aus (11.2.5) 
abliest. Sie können über N(br) = 07,8 b, ausgewertet werden: 


EN | Kup: 
br) = DADbr =DAw@b)= (dawn) BB wınwf,zbe. 


also nach Umbenennung der Indizes 


i i NM i rersion on (1 1.2.6} 
i leichung. vgl. (7.6.9): ın der e fat TIXV Y Be 
2. Car t ansche Strukturg: \ DE L ) . 
ist zu beachten, daß für „natrixwert ge 1-Formen we = j natürli -h 


nicht mehr w Aw = 0 gilt.) 
Von fundamentaler Bedeut 


ung ist die 2. Bianchi-Identität 
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| nl rn i a 3 
 DPn2=0, oder BERNIE (11.2.7) 


| RBB | 


die man gewinnt. indem man (11.2.6) in DAR einsetzt. dAS} aus der äußeren 
Ableitung der 2. Strukturgleichung entnimmt und mit deren Hilfe schließlich 
d/’w wieder eliminiert. (Alternativ: DA(DADv)=(DAD)ADe.) 

In analoger Weise erhält man für den Spezialfall des Tangentialbündels un- 
ter Benutzung der 1. Strukturgleichung (w 11.1.14) die 1. Bianchi-Identität 


| Dn8=c{nnB). d.h. (Dao) =M, ne | (11.2.8) 
| 


für die Torsion, die im Fall der Riemanngeometrie (verschwindende Torsion!) 
eine der Symmetrien des Riemanntensors liefert. Eine derartige Identität hat 
aber in allgemeinen Bündeln ebensowenig ein Analogon wie die Bildung des 
Ricci-Tensors aus den in der Zerlegung 


N,= 30 mn e" Ne” oder = ;n, e”" Ne" (11.2.9) 


n 

aufscheinenden Krümmungskomponenten: nur wenn auch !. J sich aufs Tan- 
gentialbündel und die dort verwendete (Ko)basis {fe} beziehen. ist die zum 
Ricci-Tensor (2.7.7) führende Kontraktion sinnvoll! (Wenn die Faserdimension 
f = nist. kann man auch in allgemeineren Bündeln versuchen. statt der kanoni- 
schen Form d des Tangentialbündels eine Verschmelzungsform ® = dT,e'’zb; als 
neue Struktur einzuführen. deren Komponenten 07, eine nichtsinguläre n x n- 
Matrix bilden. und dadurch das Bündel effektiv mit dem Tangentialbündel 
identifizieren. Die Hindernisse dagegen sind globaler Natur - grob gesprochen 
kann es sein, daß sich die beiden Bündel im Großen zueinander ähnlich wie E’ 
und E” in Abbildung 11.1 verhalten: dann kann keine derartige überall stetig 
varlierende Form 3 existieren). 

Wir kommen nun wieder auf die Parallelverschiebung zurück. zunächst in 
allgemeinen Vektorbündeln. Ein Schnitt vw. dessen Werte in je zwei Nachbar- 
punkten zueinander parallel sind. muß die Definitionsgleichung der Parallelität 
und die zugehörige Integrabilitätsbedingung erfüllen: 


Dv=0. Mw)=0 (dh. M,W=0). . (1.2.10) 


Genauer: sollen die Schnittwerte dp parallel sein längs einer Kurve P = Pr) 
in X” mit Tangentialvektoren u(r) (wo u(f) = df(Pfr)) /ar). so muß 


du! } 
Dune =0. dh) = PEN 4 a any) =0 
(1.2.11) 
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gelten. Dieses System gewöhnlicher Differentialgleichungen ist zu jedem vorge- 
gebenen Anfangswert w!(r = 0) längs der ganzen Kurve P(r) eindeutig lösbar. 
die Integrabilitätsbedingung ({w) = 0 ist längs der Kurve trivial: Pu.) =D. 
Für Parallelität längs einer höherdimensionalen Teilmannigfaltigkeit A C 1" 
muß entsprechend gelten 


D,& =0 für alle u tangential zu X” (11.2.12) 


mit der Integrabilitätsbedingung 


Au. v)(w) = 0 für alle u, v tangential zu X”. (11.2.13) 


Es kann sein. daß auf X” gilt: O(u.v) = 0: dann ist die Parallelverschie- 
bung längs X” für beliebige Anfangswerte eindeutig. d.h. wegunabhängig. 
möglich (.integrabel”). Es kann auch sein. daß zwar Mu.) Z0 auf X’, aber 
Qu.v)(r) = 0 nichttriviale Lösungen für x zuläßt (det Mu. vr) = 0 auf X"). In 
diesem Fall muß für solche Lösungen nachgeprüft werden. ob sie auch D, = U 
auf X” erfüllen (dies kann sogar für m = n.d.h. X” = X". zutreffen). die Ma- 
ximalzahl von unabhängigen Lösungen dieser Art ist jedoch kleiner als f. Diese 
Aussagen gelten allerdings nur lokal: Das Bündel E” von Abbildung 11.1 hat, 
wie anschaulich klar ist, keinen stetigen Schnitt ohne Nullstelle: andererseits 
hat ein linear-homogenes Gleichungssystem wie (11.2.11) bekanntlich Lösun- 
gen. die entweder überall oder nirgends verschwinden {Eindeutigkeitssatz!), die 
Parallelverschiebung eines Faservektors # 0. einmal herum ausgeführt, kann 
daher nicht zum Originalwert zurückführen. obwohl auf der eindimensionalen 
Basismannigfaltigkeit trivialerweise Q =D ist. (Dabei ist hier wichtig zu be 
merken. daß Übertragungen stets global existieren (siehe z.B. Dieudonne Hm. 
IV (1976)) - die Ursache für die notwendigerweise auftretende Unstetigkeit ei- 
nes parallelen Schnitts liegt also nicht in einer Unstetigkeit der Übertragung 


selbst). Im allgemeinen wird jedoch für ein gegebenes X" mitm > ? auch lokal 
kein paralleler Schnitt existieren. d.h.. die Parallelverschiebung zwischen zwei 
*) Punkten, gemäß {11.2.11) durchgeführt. 


(nicht „infinitesimal benachbarten’ Ä 
hängt vom benutzten Weg ab. oder auch: die Verschiebung eines Faservektors 
längs einer geschlossenen Kurve führt nicht zum Originalwert zurück. selbst 


wenn der Weg in einer genügend kleinen Umgebung des Ausgangspunktes ver- 
bleibt (im Gegensatz zum eben erwähnten Beispiel mit 02= D. wo einmal ganz 
um die Basis S! herum verschoben. also ein niehtzusammenziehbarer Weg be- 
nutzt werden mußte. um diesen Effekt zu erzielen). j 2 : 
Spezialisieren wir schließlich auf Affıinzusammenbänge in X”. so können 
wir Tangentialvektoren längs Kurven parallelverschieben. Insbesondere kann 
man nach Kurven fragen. deren Tangenten u(r) längs der Kurve parallel sind 


(beachte Aufgabe 6 von Abschnitt 11.2): 


Dun ul) = 0. (11.2.14) 
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Die so definierten „selbstparallelen“ Kurven heißen Affingeodätische der Über- 
tragung. bezogen auf den affinen Parameter r. der durch (11.2.14) bis auf „af- 
fine” Transformationen 7 — ar + b mitbestimmt ist. Für beliebige Parameter 
ist statt (11.2.14) 


uAD,u=0 (11.2.15) 


zu verwenden (siehe Aufgabe). 


Aufgaben 
1. Verifiziere die beiden Bianchi-Identitäten (11.2.7), (11.2.8) im Detail. 


2. Zeige, daß eine allgemeine Parametertransformation von (11.214) zu 
(11.2.15) führt. 


3. Zeige: Eine Nullgeodätische bezüglich der (pseudo-) Riemannmetrik g ist 
auch Nullgeodätische bezüglich jeder dazu konformen Metrik 5 = F?g. je- 
doch nicht bezogen auf einen aflinen Parameter. Welche Transformation 
führt zu einem solchen”? 


4. Welche Symmetrie des Riemanntensors folgt aus (11.2.8)? 


11.3 Fasermetrik, G-Strukturen 


Wir sahen, daß einige Begriffe der Riemanngeometrie eine unmittelbare Verall- 
gemeinerung auf beliebige Vektorbündel haben. Dazu gehört auch der Begriff 
der Riemannmetrik auf X”, die ja in jedem Tangentialraum Tp ein Skalar- 
produkt definiert. Die Verallgemeinerung ist zunächst der Begriff einer Fa- 
sermetrik 7: für jedes P € X” sei in Vp ein Skalarprodukt definiert. Wie 
bereits in der Riemanngeometrie angedeutet, kann man dann auf zweierlei 
Weise vorgehen: Entweder man führt das metrische Tensorfeld (Schnitt des 
assozüierten Bündels EI{(X",V* V*) explizit mit, oder man beschränkt 
sich auf die ausschließliche Verwendung von Orthonormalbasen {ba}, d.h. 
Yiba.be) = YaB = const. = +4. Dabei sind in jedem Punkt zwei Or- 
thonormalbasen {ba}. {b4} durch eine Transformation b a = S#bz verbunden. 
wobei nun die Matrix S nicht mehr eine beliebige nichtsinguläre f x f-Matrix 
ist. sondern der durch die Invarianz des Skalarprodukts definierten (pseudo-) 
orthogonalen Untergruppe G der Gruppe GL(f) aller nichtsingulären f x f 
Matrizen angehört. Von Ort zu Ort kann S beliebig innerhalb G variieren. Ei- 
ne Fasermetrik kann also auch so definiert werden. daß in jedem Punkt Pe X” 
eine Basis {ba} für Vp gewählt und als orthonormal erklärt wird; alle anderen 


Orthonormalbasen ergeben sich dann durch Anwendung von (ortsabhängigen) 
Transformationen Se @. 
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Dieser zweite Standpunkt ist nur scheinbar „spezieller“ oder „weniger ko- 
variant“. Tatsächlich ermöglicht er sogar eine Verallgemeinerung. die in der 
Physik benötigt. aber vom ersten Standpunkt nicht nahegelegt wird. Wir be- 
trachten nämlich jetzt statt der orthogonalen Gruppe irgend eine andere fest 
gewählte Liesche Untergruppe G C GL{f) - und nicht jedes solche G kann 
durch Invarianz eines oder auch mehrerer Tensoren über V gekennzeichnet 
werden. es gibt sogar Fälle, wo G c GL{f) überhaupt nicht durch algebra- 
ische Bedingungen an die Matrixelemente S# charakterisierbar ist. [Bei den 
sog. „Ausnahmegruppen“ (exceptional groups) unter den einfachen Liegrup- 
pen sind die sie charakterisierenden invarianten Tensoren kompliziert, aber im 
Prinzip angebbar. Die Gruppe aller Matrizen der Form 


e te X 
0 e& vw}. (ur yreell). 
oo0o.ı1 


-algebraischen* Gruppe in dem Sinn. daß keine treue 


ist ein Beispiel einer „nicht ; 
Die Gruppe der Matrizen 


Matrixdarstellung algebraisch charakterisierbar ist. 
® (ft > 0: e fest, irrational) ist innerhalb GL(2.R) nicht 


t© j 
algebraisch charakterisierbar. hat aber offensichtlich andere. algebraisch cha- 
2] 


rakterisierbare treue Matrixdarstellungen 
Wählen wir nun in jedem Punkt ? für V p eine Basis {ba} und wenden dar- 


auf je alle Transformationen $ € G an. so erhalten wir eine Klasse von G-Basen 


De B + di _ keine G-Basis ist vor einer 
eder Faser Vp. Die Gesamtheit dieser Basen - keine 
nn _ definiert eine G-Struktur im Vektorbündel. (Geht man 


aus, das nicht zu diesen G-Basen gehört. und wiederholt 
die Prozedur. erhält man die G-Basen einer anderen G-Struktur im Bündel.) 
Eine Fasermetrik entspricht also einer G-Struktur. wo G eine (pseudo-) = 
thogonale Untergruppe von GL({f) ist. Eine G-Struktur im Tangentialbünde 


n 
T{X") von X” heißt kürzer G-Struktur auf A”. ve 
( nn ir Riemanngeometrie verwendete Übertragung hat die Eigenschaft. 


die Orthonormalität von Vektoren nicht zu zerstören. Wir verallgemeinern dies 
zunächst auf beliebige Vektorbündel mit Fasermetrik . In a, 
Schreibweise ergibt sich die Bedingung der Erhaltung der Orthonormalltät 


Leibniz-Regel für das Skalarprodukt: 


der Form ( , 


anderen ausgezeichnet! 
von einem Basissystem 


ulrle. v)) = (Dur. v)+ (2: Du )- (11.31) 


ER AchB 
Gleichwertig dazu ( Aufgabe) ist das Postulat (y = 1AB b'zb°) 


D;=0|} oder | Dry: = dy-wy- wet. | 11.3.2) 
3Wir danken den Herren B. Kostant. V- Losert und ©- Mack für Diskussionen dieses 
fir i 


Punkts. 
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Dazu gehört die Integrabilitätsbedingung 


I } 
| DA =0 oder MyY+N=0.: (11.3.3) 
L_ 4 


Definiert man Qag := ac N 2. so sieht man. daß (11.3.3) eine der Symme- 
trieeigenschaften des Riemanntensors verallgemeinert. (Die verschiedenen Sym- 
metrieeigenschaften sind also völlig verschiedenen strukturellen Ursprungs!) 
Wie ist das Vorstehende nun auf beliebige G-Strukturen in Vektorbündeln 
zu verallgemeinern? Die der Differentiation D zugrundeliegende Übertragung 
soll also mit einer vorgegebenen G-Struktur verträglich sein. d.h., ist {bı} ein 
G-Basisfeld. und wird {b4| at in den infinitesimal benachbarten Punkt P übert- 
ragen. so soll dabei eine G-Basis. heuristisch {b4/p + Deuba}. in P entstehen. 
sie darf sich also von {b4|/} nur um eine infinitesimal von der Identität abwei- 
chende Transformation $S=1+ ew aus G unterscheiden. Aus dieser Heuristik 
ergibt sich folgendes Postulat für D: Wenn D,bı = wP (u) bz. so gehört die 
Matrix w{u) für jedes u und jede G-Basis {bı} zur Liealgebra von G. oder: 


| . | 
| Bezüglich G-Basen ist w eine Liealgebra-wertige 1-Form. | (11.3.4) 


Eine solche Übertragung wollen wir kurz als G-Übertragung bezeichnen. Für 
G = GL{f) selbst ergibt sich dadurch keine Einschränkung. die Liealgebra von 
GL{f} besteht aus allen [x f-Matrizen. Ist G aber eine orthogonale Gruppe. so 
besteht die Liealgebra nur aus den antisymmetrischen Matrizen. und (11.3.4) 
stimmt in diesem Fall mit (11.3.2) überein: für eine orthonormale Basis ist 
TAB = dag = const.. dy = 0. also w7 = -w. (Analog für pseudoorthogonale 
Gruppen mit 748 = +64: S= 1-2 läßt x invariant. wenn >>? +Y&=0. 
d.h. wegen y’ =: YE ist antisymmetrisch). Der „radikalste” Spezialfall für 
G ist G = {1}. wobei für die (in diesem Fall einzige) G-Basis einer derartigen 
Struktur w = O gilt (die Liealgebra dieser Gruppe verschwindet ja). Daraus 
folgt auch 2 = 0. die Krümmung verschwindet identisch: nach unserer Diskus- 
sion der Wegabhängigkeit der Parallelverschiebung ist eine {1}-Übertragung 
im Bündel ein Fernparallelismus. für die G-Basis {ba} ist jedes ba kovariant 
konstant. Man beachte aber, daß umgekehrt ein Fernparallelismus (Übertra- 
gung mit 2 = 0) nicht eindeutig eine {1}-Struktur bestimmt: ist {ba} die 
G-Basis einer solchen {1}-Struktur und S eine auf X" konstante Matrix. so 
ist {by = S®bp} die G-Basis einer anderen (.konjugierten“) {1}-Struktur. die 
init dem Fernparallelismus verträglich ist (und man erhält so auch jede von 
ihnen). Bei einem Fernparallelismus im Tangentialbündel von X” - kurz: Fern- 
parallelismus auf X” - ist zu beachten. daß die Übertragung trotz ? =D im 
allgemeinen eine nichtverschwindende Torsion aufweist. Die Zusatzforderung 
& = 0 bewirkt, daß für eine kovariant konstante Kobasis {e'} gilt: de! = 0. 
e' = dr’. oder geometrisch: die (natürlich affingeodätischen) Integralkurven 
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der kovariant konstanten Vektorfelder e, (d.s. Kurven mit e, als Tangenten} 
erzeugen Hyperflächen r* = const.. die mit den Hyperebenen eines Hachen 
aflinen Raumes identifiziert werden können. 

An dieser Stelle ist wieder auf unser Beispiel von Abbildung 11.1 hinzu- 
weisen. Für E” kann, wie wir sahen, ein kovariant koustanter und überall 
glatter Schnitt # 0 gar nicht existieren. Andererseits bedeutet die Angabe 
einer {1}-Struktur ja gerade die Angabe der {1}-Basis, so daß in E” eine {1}- 
Struktur global gar nicht existieren kann. In diesem Sinn sind es durchaus 
nichttriviale Resultate. daß in jedem Vektorbündel nicht nur global definierte 
Übertragungen, sondern im reellen Fall auch global definierte O(f)-Strukturen 
(Riemann-Aletriken) existieren (für pseudoorthogonale Gruppen ist dies be- 
reits nicht mehr der Fall); zu jeder globalen G-Struktur in einem Vektorbündel 
(wenn sie existiert) gibt es auch global eine G-Übertragung. Wir illustrieren 
anhand von Abbildung 11.1 noch den Begriff der Orientierung in einem reellen 
Vektorbündel. einer G-Struktur. wo G = GL;{f) die Gruppe aller f x f- 
Matrizen positiver Determinante ist. Wird (lokal) ein Basissystem {ba} für 
„rechtshändig” erklärt, so sind per definitionem alle daraus via G erhältlichen 
Basen rechtshändig. und wenn sich diese Konvention über ganz X” glatt „aus- 
breiten“ läßt!. heißt E orientierbar. In Abbildung 11.1 ist E’ orientierbar. E” 
dagegen nicht: beginnt man bei E” ausgehend von einer Faser die Linien mit 
gleichgerichteten Pfeilen zu versehen. so kommt man nach einem Umlauf Au 
verkehrter Pfeilrichtung zur Ausgangslinie zurück. Eine Mannigfaltigkeit A 
heißt orientierbar, wenn es ihr Tangentenbündel ist. Von diesem inneren Orien- 
tierungsbegriff zu unterscheiden ist die äußere Orientierung eingebetteter Teil- 
inannigfaltigkeiten (Orientierung des Normalenbündels). i 

Wir kommen nun noch zur Analyse der Krümmung (leiner Gr bertragung. 
Für eine O(f)-Struktur zeigt (11.3.3). daß 22 antisymmetrisch ist. also Werte 


in der Liealgebra von O(/) annimmt. Allgemein zeigen wir or un: 

© = . anbra 
i _Basis di ümmungsmatrix 2 ihre Werte Xu.) in der Liealgebra 
en der Liealgebra von G eine Basis 


von G annimmt wie w. Dazu führen wir in is Bi 
{G..a=1 dimG} von Erzeugenden ein (d.s. dim G konstante Matrizen). 
as ill SOREEEN| 


Bekanntlich gelten dann Vertauschungsrelationen der Gestalt 


11.35) 
[Ga- G;] ı= G.CH = G:Ga — Cab G.. Ä 11.3. >) 
wo C’°,, die Strukturkonstanten von G bezüglich der gewählten Erzeugenden- 
basis sind. Dann können wir entwickeln 


Ga, d.h. w"B EN (11.3.6) 


öhnliche 1-Formen sind. Für die Krümmungsma- 


= 


wo (a=l.... ‚dimG) gew 

trix ergibt sich we 

Fi im Versuch. andere G-Strukturen 

; är di % - ebenso wie beim 5 ‘ 3 & 

t ee 5% Eee . en a ter eine einzige, überall definierte Schnittbasis 
global zu definieren — 


benötigt wird. ihre Existenz aber stets für den Erfolg hinreicht. 
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Or =detp tote Anl de ee ud Au“ GH GR: 


e 


und wegen «? Au" = — u" A u? können wir das auch schreiben 


N=di + Nu HG, = det, + ts’ Nu.) 


oder wegen (11.3.5) schließlich 


= 


IR=nG. meuertc nee | (11.3.7) 


O ist also ebenfalls Kombination der Basiserzeugenden G,,. mithin Liealgebra- 
wertig. (Wir stellen nachträglich etwas überrascht fest. daß bereits in (11.2.6) 
die Vertauschungsrelationen der linearen Gruppe GL(f) stecken!) 

Wir hatten schon zuvor mit einem Vektorbündel durch algebraische Ope- 
rationen andere Bündel assoziiert und in ihnen Übertragungen definiert. Das 
allgemeine Prinzip dahinter kann jetzt ohne Auszeichnung des ersten dieser 
Bündel folgendermaßen beschrieben werden. G sei eine gegebene Lie-Gruppe 
(.Eichgruppe”: dieser Naıne wird später erklärt: in der \fathematik: Struktur- 
gruppe). p’. p”.... seien Darstellungen von G in den Vektorräumen V’.V”..... 
welche als Standardfasern für Vektorbündel EP) = E’. E”.... über X” fun- 
gieren. in denen eine p’(G)-. p"(G)-. ... -Struktur vorliege.  (G) C GL{f).... 
vertritt also die vorher von G C GL{f} eingenomimene Rolle. Wie sind Über- 
tragungen bzw. kovariante Ableitungen D’. D”.... zu definieren. so daß für 
Tensorproduktdarstellungen wie p”” = p’ 2 p" stets gilt: Übertragung des Pro- 
dukts = Produkt der übertragenen Faktoren? Die schon geläufige Heuristik 
führt zu dem Postulat 


D”’(" 30") = (Di’)zu” +WS(D’e”). (11.3.8) 


wenn 7. ı” Schnitte von E’. E” sind (Leibniz-Regel). Wählen wir nun ei- 
ne Basis in der (abstrakten) Liealgebra von G und bezeichnen wir ihre Dar- 
stellungen via po’, p",... mit {GL}, {GX}..... dann gehört zu p”” die Basis 
{G] = 6,21”+18G/}. Bei Verwendung einer p’(G)- bzw. p”(G)-Basis in 
E’ bzw. E” und der Produktbasis in E”” = E’& E” haben wir einerseits 


wet, wW"= wre, "= LI + SG). 
andererseits ergibt sich aus (11.3.8) 
ww’ en w 2 1” + T‘ 2 w". 


Dies läßt sich nur vereinen, wenn wir = u." = ut . = w@ setzen, d.h. 


w=wtG,, w"=urGh,... ww} = wage, (11.3.9) 
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Daraus folgt für die Krümmungsformen I... 


M=mG,. U" =0Gh..... =mG, (11.3.10) 


wo 0° aus „@ gemäß (11.3.7) zu bilden ist. Aus (11.3.10) ergibt sich etwa sofort. 
wie die Ricci-Identität in assoziierten Bündeln aussieht. ete. Statt D/, D”.... 
schreiben wir. wie schon früher. einfach D. Die fundamentalen Größen sind al- 
so die dimG Stück 1-Formen «* und 2-Formen 02° (und nicht die (dim V’ )2. 
(dim V”)?.... Elemente der Matrizen w. w”,... und ©. g”,.... zwischen 
denen ja Abhängigkeiten bestehen können). Aus der Spaltenmatrix % der par- 
tiellen Komponenten jeder E (P}_wertigen p-Form W ergibt sich die Spaltenma- 
trix zu DAW als DAW, wobei der Matrix-Operator D=d+wP) =d+tGl" 
denselben formalen Regeln genügt wie D. 

Für G-Übertragungen auf X” (d.h. im Tangentialbündel T(.X”)) ist neben 
der Krümmung auch die Torsion definiert. Dabei kann man in Anlehnung an 
die Riemann-Geometrie fragen. ob es torsionsfreie G-Übertragungen gibt. Für 
{pseudo-Jorthogonale Gruppen G legt diese Bedingung die G-Übertragung ein- 
deutig in Termen der G-Struktur allein fest. (Siehe Abschnitt 7.6). Für manche 
Gruppen G ist Torsionsfreiheit im allgemeinen nicht erreichbar (G-Strukturen 
mit „wesentlicher Torsion”). bei anderen wieder existieren ınehrere torsions- 
freie G-Übertragungen. Unter den Gruppen G mit? det S =1für$ € G sind 
die pseudoorthogonalen die einzigen mit eindeutig bestimmter torsionsfreier 


G-Übertragung (E. Cartan, C. R. 175. 82 (1922))- Diese Eigenschaft hat wohl 
dazu geführt. daß Metrik und Übertragung zur Zeit der Aufstellung der All- 
gemeinen Relativitätstheorie begrifflich noch nicht getrennt waren. Umgekehrt 
ermöglichte die Trennung. daß Cartan 1922 auch die Newtonsche Gravitati- 


onstheorie unter Inkorporierung des Äquivalenzprinzips geometrisieren konnte 
(„Eichtheorie der Galilei-Gruppe")- ala 
Abschließend sei bemerkt. daß die hier gegebene basisabhängige Formulie- 
rung von G-Strukturen in Vektorbündeln vermieden werden kann. Wir Be 
darauf verzichten. dies auszuführen, da der begrifliiche Mehraufwand beträcht- 


lich ist (siehe z.B. Dieudonne IH, Tv (1976). wobei aber die globalen a 
des . Assoziierens“ voll berücksichtigt werden können und vor allem Ss nn : 
liche Beziehung zwischen Strukturgruppe und Topologie der Bünde! es a 
tigkeit untersucht wird. die z.B. für die Existenz einer (glatten) Übertragung 


auf ganz X” notwendig ist. 


Aufgaben 


1. Zeige (11.3.2) und folgere daraus für den imetrischen Faservolumstensor € 


rchiv f. Math. 1960. p. 107) die Forderung 


RE en a en a 
ee 5 2G= {et}.A eR} Gegenbeispiel. 
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| De=0. | (11.3.11) 


(Vgl. Aufgabe 4 von Abschnitt 3.4). 
Hinweis: Benutze +(e.e) = +1 und die Eindimensionalität von A/(V). 


2. Zu jedem vertikalen Homomorphismus E’ — E” zweier Vektorbündel über 
X” d.h. in jedem P € X” eine lineare Abbildung V,» — V’%) gehört ein 
Schnitt o des Bündels E’"& E” (vgl. das Quotiententheorem!). D’. D” seien 
kovariante Ableitungen in E’. E” und D sei die in E’" & E” gemäß (11.1.6) 
definierte Ableitung. Man zeige in Verallgemeinerung von (11.1.11). (11.3.2): 
Do = 0 ist gleichwertig damit. daß die zu D’. D” gehörenden Übertragungen 
mit dem Homomorphismus kommutieren (.Übertragenes Bild = Bild des 
übertragenen Urbildes”). 


3. Zeige. daß w durch Schnittbasiswahl in einem herausgegriffenen Punkt P 

zum Verschwinden gebracht werden kann. wobei im Falle einer G-Übertra- 
gung eine G-Basiswahl ausreicht. Für den Fall eines Tangentialbündels zeige 
weiter. daß diese Basis genau dann in P holonom ist. wenn in P die Torsion 
verschwindet. - Vergleiche mit der Realisierung des Äquivalenzprinzips in 
der Allgemeinen Relativitätstheorie! 
Anleitung: {b4(P)} sei Basis in Vp. {r‘} ein in der Umgebung von P de- 
finiertes Koordinatensystem mit c’(P) = 0. In allen anderen Umgebungs- 
punkten @ werde {b4(Q)} durch Parallelverschiebung von {ba(P)} längs 
der „radialen“ Kurven r(r) = 1r'(Q).0<r<1. definiert. Dies leistet das 
Gewünschte („radiale Eichung“). 


4. Die geometrische Bedeutung der Liealgebrawertigkeit von (2 beruht auf der 
Parallelverschiebung von Faservektoren längs infinitesimaler geschlossener 
Kurven. Wie wird die Verallgemeinerung des Resultats von Aufgabe 2. Ab- 
schnitt 2.7. lauten”? 


5. Die (eigentliche) Lorentzgruppe SO(3.1) operiert im komplex- 
dreidimensionalen Raum der selbstdualen antisymmetrischen Tensoren 2. 
Stufe über den Minkowskiraum bekanntlich ( vgl. z.B. Sexl & Urbantke 
(1992}) wie die komplexe orthogonale Gruppe 50(3.C). Interpretiere nun 
Aufgabe 4 von Abschnitt 7.6 im Sinn des vorliegenden Abschnitts! 


11.4 Topologische Quantenzahlen 


Die bisher in Vektorbündeln betrachteten Strukturen (Schnitte. Übertragun- 
gen. G-Strukturen) stellen nur einen möglichen kinematischen Rahmen dar. in 
dem physikalische Theorien formulierbar sind. Auf die Bewegungsgleichungen. 
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denen diese Strukturen zu unterwerfen sind. kommen wir in den nächsten Ab- 
schnitten zu sprechen. Hier besprechen wir noch einige differentielle Identitäten 
und deren Integrale. die unabhängig von jeder Bewegungsgleichung gelten und 
tatsächlich Konsequenzen der Bianchi-Identität sind. Das Bemerkenswerte dar- 
an ist. daß aus ihnen nichttriviale Information über die Bündelstruktur gewon- 
nen werden kann. Betrachtungen dieser Art haben in den letzten Jahren bei 
gewissen Spekulationen sowohl der Elementarteilchenphysik als auch der Quan- 
tentheorie der Gravitation Verwendung gefunden. Aber auch bei der Diskussion 
möglicher Lagrangefunktionen spielen diese Identitäten eine Rolle. wie wir se- 
hen werden. 

Wir beginnen mit einem Scheinparadoxon. Wir betrachten das Tangen- 
tenbündel der Kugelfläche S? mit der gewöhnlichen Metrik in Polarkoordi- 
naten. ds? = d62 + sin? #do?. und der üblichen Riemanuschen Übertragung. 
Als orthonormale Kobasis nehmen wir e! = d9. e? = sin ddo. Wegen der Zwei- 
dimensionalität gibt es zu dieser Basis nur eine einzige unabhängige Über- 
tragungsform wı2 = —waı, die hier leicht zu wı2 = —ctgde? = — cushdo 
berechnet wird. Daraus ergibt sich die einzige unabhängige Krümmungsform 
92 = dA ws +0 = sinddddo = e! A e?. Integrieren wir dies über die Ku- 
geloberfläche S?. so ergibt sich | sin #d@do = 4r. Andererseits folgt aber aus 
N, =dAuı2 nach dem Stokesschen Satz 


= | 9 = | anna = | 12 =(. (1142) 
s? s2 gs? 


weil S? jeeren Rand hat. Worauf beruht der Widerspruch? Bei der Anwendung 
des Stokesschen Satzes ist darauf zu achten. daß die Integranden genügend = 
tig sind. In diesem Beispiel ist die verwendete Kobasis für 6 = 0 und . = n 
unbrauchbar. Daher ist 12 nicht überall definiert. ‚obwohl z.B. Ei : a 
g=e!zel+e?2e?, das Volumselement eine und die ı 
te Differentiation global erklärt sind. (Dies kann ar 8 n ı n. an 
zur „stereographischen” Karte gemäß u + iv = e'“ 180,2 nachscnl I TEE 
ist aber auch aus Srmmetriegründen klar.) Aus unserer bang en ö 
finition (11.2.3) der Krümmungsform folgt deren u 2 N 
priori müßte eine Komponente davon wie 912 global an ES 
dies jedoch der Fall. da 92 = Je tatsächlich basisuna ne n 5 = ? 
wie das Oberflächenelement e! Ne? = Aare! Ne’) und nur von der Wahl e 


Orientierung abhängt- 
Von (11.4.1) bleibt also nur 


ji On = / 10. = (11.4.2) 


(11.4.1) liefert einen indirekten Beweis dafür. 


haupt kein überall brauchbares orthonor- 


es solchen wäre w , über- 
Satz wäre anwendbar. 


bestehen, und der Widerspruch nn 
daß auf der Kugeloberfläche S” über DEREN 
males Basissystem existieren kann: denn bezüglich ein 


sch: 
all definiert und überall (a = duwız. d.b.. der Stokessche 
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{Daraus folgt wegen der globalen Existenz der Metrik und der Orientierbarkeit 
der S?. daß auch kein einzelnes Vektorfeld ohne Nullstellen auf S? existieren 
kann.) Anschaulich ist klar. daß eine derartige Existenz oder Nichtexistenz 
unter Deformationen der Kugel unverändert bleibt. also eine „topologische“ 
Eigenschaft ist. Selbst der Zahlwert (11.4.2) ist deformationsinvariant. was al- 
lerdings intuitiv weniger klar ist. 

Zu obigem Paradoxon gibt es ein scheinbares Analogon. das üblicher- 
weise auf andere Art repariert” wird: im R? könnte aus Al/r = 0 
(Laplace-Gleichung) ähnlich wie oben für ein Kugelgebiet A mit Rand S? = 
Einheitskugel irrigerweise geschlossen werden 


1.: ne Si & 8 
0= / af wir | Eee 
K r K r S2 r Ss: 


Hier berichtigt man üblicherweise. indem man die außerhalb r = 0 überall 
glatte (identisch verschwindende) Funktion A 1/r nicht glatt in den Nullpunkt 
fortsetzt. sondern Al/r = —Inö(z) setzt. und diese auftretende „Punktquelle” 
ist physikalisch sinnvoll. Im obigen Beispiel spricht gegen die Einführung von 
Distributionen. daß wegen der Symmetrie des Beispiels kein Kugelpunkt als Sitz 
einer Quelle ausgezeichnet wäre. die Singularität also ein Koordinateneffekt ist. 
Wegen des nichtlinearen Terms w ?.w in N wäre zudem die Verwendung von 
Distributionen für n > 2 nicht uneingeschränkt möglich. 

Wir wenden uns nun Integranden zu. die ähnlich zu obigem für Vek- 
torbündel FE über einer X” aus der Krümmungsform einer auf E definier- 
ten Übertragung gebildet werden. Dabei ist die früher gemachte Bemerkung 
wichtig. daß eine Übertragung und daher auch 0% stets global definierbar sind. 
Bezüglich einer Basis von Schnitten sei Q durch die Matrix = (N* B) gege- 
ben. Wir bilden deren k-te äußere Potenz 


DFENANA...AN= (OR, AM" ZA... AQ"-1,) 
und ihre Spur, die gewöhnliche 2k-Forın 


SPR=N",N...n-,. (11.43) 


wo k eine natürliche Zahl < n/2 ist. Aus dem Transformationsgesetz von 12 
bei Basiswechsel folgt. daß SpN® basisunabhängig ist. also nur von 02 selbst 
abhängt und somit global definiert ist. Benutzen wir die schon festgestellte 
Tatsache. daß D dieselben Rechenregeln erfüllt wie D, so finden wir aufgrund 
von Produktregel und Bianchidentität 


ANSPN=DAsSpn* -Sp(Da nt) =0. (11.4.4) 


Diese Relation ist zwar notwendig für die Exaktheit der auf ganz X” definierten 
Form Spf?”, aber nicht hinreichend: i. a: existiert keine auf ganz X” definierte 
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es = 1)-Form. deren äußere Ableitung SpQ%* ergibt. Lokal, d.h. im Gültig- 
eitsbereich der Basis [b,}. auf die sich die Matrizen beziehen, kann man etwa 
schreiben (siehe Aufgabe) 


SPA-dxSpw. SpQ?=d13SplwAldAw+ MN... (11.4.5) 


doch sind die rechts hinter dA aufscheinenden „Chern-Simons”-Formen wegen 
des Transformationsgesetzes von nicht basisunabhängig, somit nicht a priori 
global definiert (außer im Fall eines Bündels mit globaler {1}-Struktur). rlobal 
definierte Formen mit verschwindender äußerer Ableitung heißen geschlossen. 
Eine weitere Eigenschaft von Spf?* ergibt sich durch Betrachtung einer 
anderen globalen Übertragung D auf demselben Bündel. Analog wie bei (11.2.2) 


schließen wir aus 


D(fo) - Difw) = f(Du - Dv) (11.4.6) 


v-Dv in jedem Punkt P nur vom Schnitt- 


(f = Funktion. u = Schnitt). daß D 
also definiert D- D eine E 2 E*-wertige 


wert ıp linear-homogen abhängt: 
1-Form A auf ganz X" gemäß 


(B-D)u=Alw). (11.4.7) 
Umgekehrt können wir durch Wahl geeigneter E8 E*-wertiger 1-Formen von 


D ausgehend alle anderen Übertragungen erhalten und speziell durch 

D- =D+rA, uo<r<i (11.4.8) 
zwischen D und D ..interpolieren“: d.h.. D; ist eine kovariante Ableitung in 
E. Für die zugehörigen Krümmungsformen gilt, wie man leicht nachrechnet 


(Aufgabe: alle Matrizen beziehen sich auf eine feste Basis). 


d 
Q.=N+rDrA+rANA,. ae (11.49) 


k 
Mit diesen Hilfsformeln kann die Differenz spa -Spn* folgendermaßen um- 


geformt werden: 


i 5 d k-1 
OR Tg | d (sP®*) ar=k| sol (4-®-) AS, lar 
6 


dr 
1 
ed | sp[ar nk" )dr. 
m \ (1.4.10) 


ı 
=r/ sp[iD,. AA) Any" 
and rechts über- 


ät ausgenutzt.) Da der Integr 


(Zuletzt wurde die Bianchi-Identit 
exakte Form! 


all definiert ist. ist die Differenz links eine 
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Nützlich sind auch die mit r — öT. 8rA =: öw entstehenden infinitesimalen 


Versionen von (11.4.9. 10): 
Be; 
IN = DAGw | (11.4.9) 


SNK EEEEN 
sspn* = arkSp(iw Ant“). (114.10) 
die folgendes zeigen. Benützte man für gerades n 
I := / span”? (1.44) 
voxr 


als Wirkungsintegral. um daraus Feldgleichungen für 2 herzuleiten. so ergäben 
sich aufgrund des Stokesschen Satzes triviale Feldgleichungen 0 = 0 (dw = 0 
am Rand des willkürlichen Gebietes 1’ EX”). 

Aus (11.4.10) folgt für geschlossene X” durch Anwendung des Stokesschen 
Satzes. daß [,„ Sp N’? nicht von der gewählten Übertragung abhängt. Die 


gleichen Aussagen gelten auch für die Formen (Sp ) A (Sp ar)” Non. 


(äußere Potenzen mit 2) kl, = n). weil allgemein bei geschlossenen For- 
men a. 2.&. 3. fürdeä-a=druJI-3=dAv exakt sind. auch 
ar g3-ar I = d(uA3+(-V*aAv+uAdAv) exakt ist. Tatsächlich 
hängen die so erhaltenen Zahlen wie auch die Äquivalenzklassen dieser In- 
tegranden modulo exakter Formen nur von der Topologie des Vektorbündels 
ab und verschwinden z.B. in sogenannten .trivialen* Bündeln der Topologie 
X" x V (zB. E in Abbildung 11.1). in denen ja ein globaler Fernparallelis- 
mus möglich ist. Im physikalischen Jargon nennt man die erwähnten Integra- 
le topologische Quantenzahlen. Für komplexe Vektorbündel (V = komplexer 
Vektorraum. z.B. Isospinraum) nennt man die 2k-Formen Sp(?* (genauer: ge- 
wisse umkehrbar eindeutig aus ihnen gebildete Polynome) die Chern-Formen 
des Bündels. 

Für reelle Vektorbündel sind die Formen Spf?* bei ungeradem k exakt. 
weil sie nach Obigem bis auf eine exakte Form mit Sp ©" übereinstimmen. 
wo f? zu einer (global definierbaren) Übertragung gehört. die mit einer (glo- 
bal definierbaren) positiv-definiten Fasermetrik verträglich ist - ist dann 
antisymmetrisch (vgl. (11.3.3)) und damit Sp G' =0 für ungerades k. Die 4- 
Formen Spn” (genauer: gewisse aus ihnen unkehrbar eindeutig gewinnbare 
Polynome) heißen Pontrjagin-Formen des Bündels. Für das Tangentialbündel 
einer Mannigfaltigkeit X? erhalten wir als einzige Möglichkeit also Spf??: der 
bezüglich einer gegebenen Metrik dazu duale Skalar ist 


“Spn® — 1 Aikmn Akne rrre al pe. (11.4.12) 
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= “ = »Sp (lwA(dAw+20)) (vgl. (11.4.5) und Aufgabe 5 von Abschnitt 
5). 

In jedem reellen. orientierbaren Vektorbündel geradzahliger Faserdimen- 
sion f existiert ein Analogon zu (11.4.2): Wählt man eine Riemannsche 
(d.h. positiv-definite) Fasermetrik 7 und eine mit ihr kompatible Übertragung 
mit Differentiation D und Krümmung Q. so ist die f-Form (Euler-Form des 
Bündels. abgesehen von einem Normierungsfaktor) 


a eds Na X NA. A... A Na,-14r (11.4.13) 


unabhängig von der Basis, auf die sich die Indizes beziehen. hängt also nur von 
den global definierten Strukturen 7. D und der Orientierung ab (e* ist analog 
zu Aufgabe 4 von Abschnitt 3.4 gebildet und erfüllt De = 0. vgl. Aufgabe 1 von 
Abschnitt 11.3: die Indizes sind mittels der Fasermetrik zu ziehen). Anwendung 
aller Regeln für D liefert wie oben dAE =, £ ist eine geschlossene Form. aber 
im allgemeinen nicht exakt. wie unser Beispiel (11.4.2) gezeigt hat. Lokal gilt. 
analog zu (11.4.5). aber mit Beschränkung auf Orthonormalbasen 


E=dA le Pose) für f = 2 


E=drl (ABC Doug (dAwen +2co)) für f = (11.4.14) 


alten und D unter Beibehaltung von Dy = 0 


(siehe Aufgabe). Wird 7 festgeh | 
gelten die zu (11.4.10. 10) 


variiert, ändert sich € nur um eine exakte Form: es 
völlig analog herzuleitenden Formeln 


i 
€ -£E = l Ana A NRrAsAs N, .dr . 
2h (11.115) 


dE=dA Fer Aräuaıd Alssaı NAa,ıAr 

definiten) Fasermetrik ° wird € nur 
definiert einen globalen Schnitt h 
Y symmetrischer und positiv 
schen. positiv-definiten Quadratwurzel 
pP. d.h. h = p?: p definiert gemäß Du := p'Du(pu‘) eine Übertragung m 
Ds = 0. wobei 5. © bezüglich der Basis {ba} dieselben Komponente I 
ben wie +. (2 bezüglich der Basis {p(b4)}- wesbalb E ee Fach 
diesem D überhaupt nicht geändert wird. (Details als Aufga a ne 
(11.4.15) gelten deshalb mit leicht geänderter Bedeutung nn I ne ae 
der entsprechenden Konsequenz für & als Variationsintegran‘ . Een 7 nn 
Formen hängt also £ wieder nur von der Topologie des Bündels ab, ; 


Aber auch bei Einführung einer anderen ( 


R -1z 
um eine exakte Form geändert: h:=Y 77 
bezüglich 
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f= n = gerade ergibt das Integral von E über eine geschlossene X” wieder 
eine „topologische Quantenzahl*. 

ist die Metrik nur pseudo-Riemannsch (7 habe bei Diagonalisierung p mal 
+l.q mal -1.p+gqg = f = gerade), so ist ihre globale Existenz nicht stets 
gesichert (siehe Aufgabe). Setzen wir die Existenz aber voraus. kann E gemäß 
{11.4.13) global definiert werden. Dabei ist E für ungerades p stets exakt. wie 
man sicht, wenn man neben 5 noch eine (immer global existierende positiv- 
definite) Riemannmetrik % betrachtet: Die Basen. die im Sinne beider Metri- 
ken orthonormal sind. bilden dann eine G-Struktur mit G= {M=N!M e 
Otp). N € O(g)} = O(p) x O(g). Ist D eine G-kovariante Ableitung (existiert 
stets global'). so muß nach (11.3.7) die Krümmungsmatrix 12 bezüglich einer G- 
Basis die Blockgestalt 0 = Q,,,2N,,, haben. wo der px p- bzw. qx q-Block je 
antisymınetrisch sind. Für ein solches 2 verschwindet aber £ wie auch £. wenn 
p ungerade ist (vgl. = 2: € x Nı2 = 0 bei 1.1-Blockgestalt: f = 4: rein alge- 
braisch entspricht E der elektromagnetischen Invariante e*'” F,, Fim = 4EB. 
die bei Raum-Zeit-Blockgestalt von Fr... i.e E=0. verschwindet: ... ). Bei ge- 
radem p unterscheiden sich € und € für dieses D höchstens um ein Vorzeichen. 
(Siehe z.B. Greub (1978). Abschnitt 8.5 wegen der erforderlichen multilinearen 
Algebra für den allgemeinen Fall.) 

Betrachten wir das Tangentialbündel einer X mit einer pseudo- 
Riemannschen Metrik g wie in der Allgemeinen Relativitätstheorie. so ist also 
€ exakt und bleibt dies auch. wenn man zu einer Riemann-Metrik übergeht. Da 
für letztere E nicht a priori exakt ist. sieht man. daß die globale Existenz der 
Metrik g nicht a priori garantiert ist. Probleme treten aber nur bei geschlosse- 
nen X! auf - eine eher unphysikalische Situation. (Vgl. dazu die Artikel von 


Lichnerowiez und Geroch in DeWitt & Wheeler (1968)). Der zu € duale Skalar 
ist 


E = 4ER, mn Rktpg "Pd = ARPO Rap — R?— RUM Roaı,. | (11.4.16) 


wie man mittels der Identität 


Ed | 


mn m m 
Ta Tr 1 
2; ki 5 - 
ee ie 1 ji ji (Signatur +---!) (11.417) 
Le Zn Ze) 
ee 
7 


und Laplace-Entwicklung der Determinante nach den Minoren der 1.+2. Zeile 
sieht. =£ ist lokal die Divergenz eines „Stromes“ J, wo #.J die rechts in {11.4.14) 
für f = 4 hinter dA aufscheinende 3-Form ist. Diese Eigenschaft des Skalars 
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(11.4.16) wird gelegentlich bei der Diskussion von Alternativen zum Wirkungs- 
integral (3.4.1) der Einsteinschen Theorie benutzt. 
Die Formen SpQ%* und E sind beide von der Gestalt 


MISREDNRERDar (11.418) 


sind also (äußere) Polynome in den Krümmungskomponenten 2° ,. die aber 
von der speziellen Basis {ba}, auf die sie sich beziehen. nicht abhängen. weil 
die Koeffizienten f-- (die symmetrisch bezüglich Vertauschung zweier beliebi- 
ger Paare (A,. B,). (A,. B;) angenommen werden können) geeignete Invarianz- 
eigenschaften hatten. Die Sp Q* gibt es für jedes Vektorbündel mit Übertra- 
gung. € kommt bei SO(p, q)-Übertragungen hinzu. Für G-Übertragungen in 
anderen G-Strukturen eines Bündels wird man (11.4.18) bezüglich G-Basen 
mit konstanten Koeffizienten f-: ansetzen. die unter Se G wie Komponenten 
eines invarianten Tensors vom Typ (k,k) transformieren. Es hängt von G ab. 
welche Möglichkeiten dafür neben Linearkombinationen von 6:6 ... (die zu 
Polynomen in den Sp 02" führen) noch bestehen. Setzen wir (11.3.7) in f{D) 


ein. erhalten wir 


| 


= 011... AN” 

FD = far..an N | Arsas) 
5 B 

faı...ar ee a Ga, LEEREN 


und man überlegt sich leicht, daß Invarianz gerade dann gegeben ist, wenn die 
fa,...a, Komponenten eines unter der adjungierten Darstellung von G . 
anten. totalsymmetrischen kovarıanten Tensors über der Liealgebra von a 
- vgl. dazu die Transformationsformeln für N® im nächsten Abschnitt. ( I 
Algebra dieser Tensoren ist für die wichtigsten Gruppen bekannt. vgl. Bob : 
shi & Nomizu (1969)). Die so gebildeten f(Q) hängen dann mn ar 
selbst ab. sind also global definierte. geschlossene ak Foren er a 2 . 2 € 
rung der speziellen G-Übertragung analog zu Spf?* verhalten: mit A = eg 
N, =02G, gilt 

AOF=dr 


a Od fa AN Ren 
a . (11.4.20) 


AD"). 


FLO) = UN (kfa du AIR 


ungen, bei dem es auf globale 


rer Betracht N 
hnitten sind 


Wir beschließen damit den Teil unse j 
Existenz der beteiligten Größen ee In den folgenden Absc 
also fast alle Überlegungen wieder rein lokal. 
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Aufgaben 


1. Zeige mittels der angegebenen Transformation auf stereographische Ko- 
ordinaten. daß die Kugelmetrik d#? + sin’9do? und das Flächenelement 
sin#d# A do bei 9 = 0 sinnvoll bleiben. 


2. Zeige [ Qı2 =0 für einen Torus (selbstüberschneidungsfreie Kreisringfläche 
im R? mit der vom R? induzierten Metrik). 


3. Verifiziere (11.4.9). 


4. a) Verifiziere (11.4.5) und (11.4.14) direkt. 
b) Aus (11.41.20) leite man durch Vergleich von f{N) mit dem entsprechen- 
den Ausdruck für die durch „° = 0 i.a: nur lokal definierte krümmungsfreie 
Übertragung die lokale Formel (.Transgressionsformel*) 


ı 
Dank a AN... AIS=dr. 
fi) : Jaı...a r (11.121) 


3:=rll-r)dAw0 + r?0°% 


sowie die zu Spf?*, € gehörigen Analoga ab und überprüfe damit a). 


or 


. Kann man auf X? = S! (Oberfläche der Einheitskugel im euklidischen R?) 
nach dem Gesagten eine globale Metrik der Signatur + — —— einführen? 
(Welche Rechnung kann die Entscheidung herbeiführen?) 


6. Man überzeuge sich im Detail von den im Anschluß an (11.4.15) gegebenen 
Argumenten. 


7. Welcher Verknüpfung 0 AQ im Sinne der Bemerkungen im Anschluß an 
{11.1.8) entspricht N AN? 


8. Für n = 4 gilt trivialerweise dASpN?? = 0 (5-Formen verschwinden). also 
lokal öSpN” = dA (3-Form). Kann daraus bereits geschlossen werden. daß 
$ [SPN? =0 triviale Feldgleichungen gibt? 


11.5 Beispiele, Eichtheorien 


Wir rekapitulieren hier zunächst die Transformationsformeln für Übertragungs- 
und Krümmungsmatrix bei Basiswechsel und führen dabei auch die in der Teil- 
chenphysik geläufigere Terminologie ein. Sodann betrachten wir einige Beispie- 
le. aus denen wir durch Analogiebildung die Standarddynamik der sogenannten 
Eichtheorie gewinnen. 

Sei D die kovariante Ableitung in einem Vektorbündel E{X”.V). dann 
ist D bezüglich eines Basissystems {[ ba} von Schnitten festgelegt durch die 
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Übertragungsmatrix w. und bei Basiswechsel gemäß bi = Ss? bp ist (wel. 
(7.6.5)) w zu ersetzen durch 


o=SwS"!-(dS)S"'. (11.5.1) 


die Krümmungsmatrix © durch (vgl. (7.6.10)) 


a=sas". (1.5.2) 
Für einen Schnitt v schreiben wir © = vb = „A b;. fassen die u! bzw. 
ı'? zur Spaltenmatrix ı bzw. % zusammen und schreiben die entsprechenden 
Spalten des kovarianten Differentials als 


dy+wb=Dy. d.h. D=l-dtw etc. 111.53) 
Die Spalten 4» und 4 hängen gemäß db = Sy zusammen. und da Dr’ eine E- 
wertige 1-Form ist. gilt das gleiche Transformationsverhalten für die zugehöri- 


gen Spalten: 
db = Sb > Do = DSy = SDy. (11.54) 


wird: Die kovariante Ableitung D vertauscht 


was gelegentlich so ausgedrückt a 1% 
It nämlich wegen S = S(r) für die gewöhn- 


mit den Transformationen S. Dies gi 
liche Ableitung d nicht. 


d(Syp) =Sdh+ (dS)Yy # Sdu. 
D = d+w sei ein Kompensationsfekl. 


es kompensiere das Auftreten von (dS)%, wenn es bei Basiswechsel gemäß 
(11.5.1) transformiert wird. Die ortsabhängigen Transformationen S(r) nennt 
man auch Eichtransformationen 2. Art. im Gegensatz zu ortsunabhängigen 


„Eichtransformationen erster Art”. 


(11.55) 


und man sagt. der Zusatzterm w in 


Beschränken wir die Matrizen S(z) auf eine Untergruppe G < GLf h 

so ist zu bemerken. daß der die Kompensation herbeiführende „inhomogene 
Term (dS)S-! im Transformationsgesetz (11.5.1) seine W od a 
. öri Differenzenquotienten „.S{7 _ 

bra von G annimmt. (In den zugehörigen En . KR 

S(z(0))}S"!(x(0)) beschreibt die Matrix S(z{t))S 0) on Ber u 
das Eins lement 1 von G. also ist die Matrix SS-! die Tangente an eine sol- 
che ae inG - und dies kann als Definition der Elemente der Liealgebra 
einer Matrixgruppe angesehen werden: {vgl. z.B. Sexi-U rbantke a 
Wertebereich von w wird also die Liealgebra von G enthalten 2 = ; 
sich w auf die G-Basis einer G-Struktur in E. so bezieht sich = co es z 
eine G-Basis. Liegt eine ee Se = en weil u die 
R R B .. as ist konsistent mi Ib). 
Liealgebra-wertig sein müssen. Das 1 ar ans der Liedlg®® 
rk — SwS! nicht aus der Lieaiß 
s , adiungierte) Gruppenwirkung w SW 4 See 
Se ehe 2.B. Sexl-Urbantke. l.c.: die Vertauschungseigenschaft 
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DS = SD allein impliziert aber die Liealgebrawertigkeit von w bezüglich G- 
Basen keineswegs. man braucht nur zu bedenken. daß für jede G enthaltende 
Gruppe G’ eine G-Übertragung a fortiori diese Eigenschaft hat!) 

Ganz analog sind dann für S(r) € G auch Q und 2 = SNS-! beide 
Liealgebra-wertig. und wenn wir 2 = 0°G,.Q = 0%G, ansetzen. folgt daraus 
und aus der Relation 


SG.S"' = (AdS)d @, (11.5.6) 


für die Matrizen der adjungierten Darstellung von G (vgl. Sexl-Urbantke, 1.c.) 
das Transformationsgesetz 


OP = (Ads) Q®. (11.5.7) 


Die 02° verhalten sich also bei Eichtransformation wie die Komponenten einer 
2-Form mit Werten in einen assoziierten Vektorbündel. in dem G gemäß 
ihrer adjungierten Darstellung wirkt. Die in den Zerlegungen 2° = w@dr' 
bzw. 0% = 3n2,dr’ A dr“ auftretenden Koeffizienten werden üblicherweise 
als Eichpotentiale bzw. Eichfeldstärken bezeichnet: diese Terminologie wird 
aus den nachfolgenden Beispielen klar werden. Zu beachten ist. daß w = 0 
gemäß (11.5.1) eine eichabhängige (d.h. von der speziellen G-Basis abhängige) 
Aussage ist. während die Konsequenz 2 = 0 gemäß (11.5.2) eichunabhängig 
ist. Umgekehrt folgt aus Q = 0 die Existenz einer G-Schnittbasis mit w = 0. 
denn eine solche Schnittbasis ist kovariant konstant und geht aus einer G-Basis 
in einem Punkt durch G-Parallelverschiebung hervor. was gerade für Q = 0 
eindeutig möglich ist. Wir erinnern noch. daß w in einem vorgegebenen Punkt 
stets weggeeicht werden kann (Aufgabe 3 zu Abschnitt 11.3). 


1. Beispiel: X” = Raum-Zeit. E = Tangentialbündel. G = Ähnlichkeitsgruppe 
= {e\O}X e R.O e O(n)} = direktes Produkt der orthogonalen Grup- 
pe mit der multiplikativen Gruppe der positiven Zahlen: die Liealgebra ist 
f{a-1+MjaceR,.M=--M 7 = {antisymmetrische Matrizen plus Vielfache 
der Einheitsmatrix}. Ist {e,} eine G-Basis mit Kobasis {w*}. so bewirken die 
Maßstabstransformationen eu = etz, et = ete%. Setzen wir g= dape" Ze 
und analog 5 = d, 8° geb, so gilt 5 — eX?)g: Diese G-Struktur zeichnet also ei- 
ne Metrik bis auf einen konformen Faktor (eine konforme Struktur auf X”) aus. 
bezüglich der die G-Basen orthogonal sind, die gemeinsame Normierung der e, 
bleibt aber offen, eine spezielle Wahl derselben entspricht einer speziellen Ei- 
chung von Maßstäben und Uhren. (Von hier leitet sich die Bezeichnungsweise 
ab.) Eine G-Übertragung wird bezüglich {e,} festgelegt durch die Übertra- 
gungsmatrixw=a-1+w’ mit der Krümmungsmatrix ? = 2-1+%. wo wir 
bereits die (eindeutig bestimmte) Zerspaltung in eine antisymmetrische Matrix 
plus ein Vielfaches der Einheitsmatrix ausgeführt haben; cs gilt 


zadia Medi trw Aw. (11.5.8) 
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Reine Drehungen O bewirken 


wo=-0w0"!-(d0)0"'. N-02=000 dh. 
ä=a w=Ow 0! - (d0)0”' (11.5.9a) 


d=p. 0-00". (11.5.9b) 
während Maßstabstransformationen e\” - 1 bewirken 


woo=w-dA.1l, n-A=N.dh. 
ä=n-dA, wW=w (11.5.10«) 


=. (11.5.106) 


Man sieht. daß (11.5.8). (11.5.10) formal Viererpotential und Feldstärken- 
tensor der Elektrodynamik und ihr Transformationsverhalten unter den 
dort so bezeichneten „Eichtransformationen” imitiert (vgl. Aufgabe 1 von 
Abschnitt 3.9). Tatsächlich hat diese Beobachtung auch H. Weyl 1918 dazu 
veranlaßt. auf diese Weise eine „Geometrisierung“ des Elektromagnetismus 
vorzunehmen. wobei er von einer torsionsfreien Übertragung w ausging. Der 
Versuch scheiterte jedoch wegen des dabei auftretenden 2. Uhreneflekts: die 
Nichtintegrabilität der Längenübertragung in dieser Theorie für „2 #0 ergäbe. 
daß sich in der Situation des Uhrenparadoxons die Uhren im 2. Treffpunkt 
nicht nur in ihrem Stand. sondern in ihrem Gang unterscheiden - eine an 
Atomen mit großer Genauigkeit nicht vorhandene Erscheinung. 


2. Beispiel: X” = Raum-Zeit. E(X".C) ist ein Vektorbündel mit Standardfa- 
ser C. d.h.. durch Wahl eines Basisschnitts b kann man Schnitten a 
tige Funktionen ® zuordnen; G=Ul) >= fe. Ace R} = Gruppe der Phasen- 


faktoren. Die Liealgebra dieser einparametrigen Gruppe besteht aus den rein 
toren verschwinden. Dementsprechend 


imaginären Zahlen, wobei alle Kommuta ‘ nn 
ib wir für Übertragungs- und Krümmungsform einer U/(1)-Ubertragung 


bezüglich b 
‚ia. Q=ip=id‘a {areell. £ reell). {11.5.11) 
AD get 
Unter der Eichtransformation 5 = eb geht ® > € © und 
sonzw-idä, 0-9=-0. dh 
(11.5.12) 
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Wieder entspricht (11.5.11). (11.5.12) dem Verhalten von Viererpotential und 
Feldstärke in der Elektrodynamik. Die Nichtintegrabilität der Parallelverschie- 
bung der Phase der \Wellenfunktion (= Schnitt von E) führt ebenfalls zu Ef 
fekten. die aber tatsächlich beobachtet werden (Bohm-Aharanov-Effekt). Wir 
gehen daher hier erstmals auf die Formulierung einer Dynamik ein. Ohne Be- 
einfussung durch ein elektromagnetisches Feld genüge das komplexe skalare 
Feld ® etwa der freien Klein-Gordon-Gleichung (9.2.2). die offensichtlich ge- 
gen die Transformation ® — e''® mit konstantem .\ ebenso invariant ist wie 
die zugehörige Lagrangefunktion 9,6'ö'& - m?’®'® (Eichtransformation 1. 
Art. T = komplexe Konjugation. k= c = 1). Dabei sei die Raum-Zeitmetrik 
zunächst als flach angenommen. Um variables \ zulassen zu können. müssen 
wir im 1. Term die kovariante Ableitung Dx := Da, einführen. die mir e'”' 
vertauscht. so daß sich dieser Faktor im 1. Term ebenso weghebt wie im zwei- 
ten. Mit a = eA,.dr* führt D=d+ia zu D; = %& + ied;. und dies ist die 
übliche ..minimale Substitution“. mit der bekanntlich (siehe z.B. Bjorken-Dreli 
(1966)) elektromagnetische Wechselwirkungen eingeführt werden. wenn e die 
Teilchenladung bedeutet. Um die volle Dynamik zu erhalten. ergänzen wir die 
obige Lagrangefunktion durch die Lagrangefunktion ( 9.3.1) des freien elektro- 
magnetischen Feldes: 


L=(Ded)'D'S - m?’ —-IFuF* oder 


1 (11.5.13) 
Ldtr = (Db)! A «Dö — m?261 +6 — EIER Axz. 


In der Differentialformenversion haben wir 2 =: SFr dı“ Ad! = dAau ver- 
wendet. Die zugehörigen Feldgleichungen ergeben sich durch Variation von 
W = [Ld'r nach ® und 4;: 


7" D,D,®+m?®=0 oder «DA +D® +m’d=0. (11.5.14a) 


FR = -j# := -ie [(D*®') 6 - D!D*®] oder 
(11.5.1415) 
dAxz=-ie?« ((DEN) 9 - # D®). 
Bei der Ausführung der Variation ist die Verträglichkeit von D mit dem durch 
die U’{1)-Struktur definierten invarianten .hermitischen* Produkt $'& zu be- 
achten. um die übliche partielle Integration anwenden zu können. 

Die entsprechende minimale Version dieses. des folgenden und auch anderer 
Eichnodelle im gekrümmten Raum ergibt sich durch Ersetzen der flachen Me- 
trik durch die Riemannsche und durch Bildung kovarianter Ableitungen gemäß 
(11.1.6). Besonders zu beachten ist dabei, daß die A; stets als Komponenten 


der Übertragungsform a anzusehen sind und g=dAa gilt. so daß die ho- 


lonomen Komponenten von z durch F, = Axı — A,x gegeben sind. Diese 
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unterscheiden sich (vgl. Aufg.4 zu Abschnitt 11.1) bei Raum-Zeit-Übertragun- 
gen mit Torsion von den nicht eichinvarianten Komponenten Ar. — A, x. die 
zu bilden man in Versuchung käme, faßte man die A; als Komponenten eines 
gewöhnlichen Kovektorfeldes ohne Eichcharakter (= Abhängigkeit von einer 
U(1)-Basiswahl) auf. Bei der Differentialformenversion obiger Gleichungen, bei 
der nur die Bedeutung von » abzuändern ist, unterliegt man dieser Versuchung 
weniger leicht: sie ist „geometrischer”. 

Unter geeigneten Umständen gibt es hier zu Abbildung 11.15) analoge nicht- 
triviale Bündel, für die dann die basisunabhängig nicht definierbare Form a 
nicht global existiert und „5 somit nur geschlossen (Bianchi-Identität). aber 
nicht exakt ist. Ein Beispiel dafür liefert die Wechselwirkung von ® mit fest- 
gehaltenen (hypothetischen) magnetischen Monopolen im flachen Raum. Im 
Ruhsystem eines punktförmigen Monopols ist fürs elektromagnetische Feld 


E=0. B=gä/r’. also „= eBdÖ = egä/r? dÖ = egsin8d@do. 


Sucht man im Außenraum des Monopols. X? = {Minkowskiraum minus Welt- 
linie der magnetischen Ladungl}, ein Viererpotential. so ergibt etwa der axial- 
symmetrische Ansatz a = a{r. 0) do sofort 
> > K-cos® | 
a=eg(K - cos0) do = Ad#, entsprechend A=g ne © 
n Ort von der Wahl der Konstanten K abhängt. Einr 
Singularität für jedes « muß auf jeder den Monopol umgebenden Kugel s 
auftreten. sonst ergäbe sich dreg = Ja» = Jas: & = 0 u r & e\ 4 
geschlossen. aber nicht exakt. Eine Lokalisierung dieser Singularität ist in 
physikalisch bedeutungslos. weil eichabhängig. Etwa erhalten wir u o Ey 
a für A = +1 zwei Potentiale a mit Singularität im Sid Pol nn N 
ie sich i 5 i ie Eichtransformation ax —a- = ?egdy = d. 
Br = er hl als Übertragungsformen a 
Vektorbindels auf. so sind sie als auf 2 Schnittbasen ni. 
Vektor!) bezogen zu denken. die (bei Einschränkung des Bündels auf 5°. wo 


NE ARE Re, 
sich alles Nichttriviale abspielt) überall außer im $d, Pol definiert sind. Im 


Nord- 
n ; 2 mi also die Umeichung 
ee a, hrdeutigkeit des Azimuts © ist das aber 


i i öglich sein. Wegen der Me IgReL i BR 
a ih . Werte von 2eg der Fall. Dies führt. wenn man nicht wie hier 
n an h = e = 1 verwendet. zur Diracschen ee 

nael a 5 - 2% := mi 
23 = ganzzahlig. Die Chern-Form des . a. en a ie 

SR Mi tik üblichen Zahlfaktor) ist z.°. = ir i 
nn = Zahl. die in der Diracschen Bedingung ae 
we Fa das Bündel in topologischer Hinsicht charakterisiert .) 


mit Singularitäten. dere 


b. = et — ertegoh_ 
+ 2 
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3. Beispiel: X” = Raum-Zeit. G = SU(2). E{X".V) seiein Vektorbündel. wo 
V ein Darstellungsraum von SUT’({2) ist. Dies liefert das historisch erste (Yang. 
Mills 1954) Beispiel. wo E nichts mit dem Tangentialbündel zu tun hat und 
gleichzeitig G nicht abelsch ist. Die Heuristik. die dazu und zu den Verallge- 
meinerungen mit anderer Wahl von G führt. ist grob die folgende. Die bekann- 
te Ladungsunabhängigkeit der Kernkräfte gab Anlaß dazu. bei Vernachlässi- 
gung elektromagnetischer. schwacher und gravischer Wechselwirkungen Proton 
und Neutron als Zustände eines Teilchens. des Nukleons. aufzufassen. Diese 
Zustände gehen durch formale _Drehungen“ in einem .inneren” Raum {(Iso- 
spinraum) ineinander über. und die „starken“ Wechselwirkungen der Nukle- 
onen sind invariant unter Isospindrehungen anzusetzen. (Ebenso werden die 
drei m-Mesonen als drei Ladungszustände eines Teilchens aufgefaßt. die ausein- 
ander durch Drelungen in einem inneren Isovektorraum hervorgehen.) Gäbe 
es die übrigen Wechselwirkungen nicht. wäre es eine reine Konvention, welcher 
Zustand des Nukleons als Protonzustand. welcher als Neutronzustand anzu- 
sprechen sei: Physiker in benachbarten Zimmern. die sich untereinander nicht 
verständigen. würden verschiedene Konventionen treffen. Physikalische Aus- 
sagen sollten aber von solchen Willkürlichkeiten nicht abhängen - eine Art 
„Relativitätsprinzip” in diesem Bereich! Der Formalismus von Vektorbündeln 
und Übertragungen darin kodifiziert gerade nur solche Aussagen. Das hier bei 
Ableitungen zu benutzende Kompensationsfeld (Yang-Mills-Feld ) sollte in Ana- 
logie zum elektromagnetischen Fall des vorigen Beispiels die starke Wechselwir- 
kung vermitteln. (Im heutigen Standardmodell der Teilchenphysik geschieht 
Ähnliches. mit größeren Gruppen als SU(2). auf dem Niveau der Quarks und 
Gluonen. etc.) 

Für eine SU{ 2)-Übertragung setzen wir. wenn V = C? die definierende Dar- 
stellung (Isospinordarstellung) von SU(2) trägt. bezüglich einer $ U(2)-Basis im 
Isospinorbündel 


Dr (11.5.15) 


an, wo T die drei Paulimatrizen sind, so daß -z37 eine Basis im Raum der 
antibermitischen spurlosen Generatoren von SU{ 2) ist. Wegen 


TaTy = dab LtieabeTe (11.5.16) 
erhalten wir aus R=d\w+wA uw leicht 


MEAN + Zee Au” oder Ö=dAS+l3RZ (11.5.17) 
in Übereinstimmung damit, daß die Strukturkonstanten dieser zur Drehgrup- 
pe 50(3) lokal isomorphen Gruppe bezüglich der gewählten Erzeugendenbasis 
C*ab = £abr Sind. Aus der Dynamik der freien Nukleonen entsteht die un- 
ter der „geeichten Isospingruppe” kovariante Dynamik durch die Substitution 
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d>D-=d+w. und wie im vorigen Beispiel ist zur Vervollständigung noch 
die Lagrangefunktion für das freie Yang-Mills-Feld hinzuzufügen. In Analogie 
zu vorher setzt man dafür (bis auf eine Kopplungskonstante) 


I. d'r = 15p(N AN) = 40! nt =-; Gr *dr.  (11.5.18) 


Die Spur mußte gegenüber (11.5.13) noch hinzugefügt werden. um die Isospin- 
indizes abzusättigen. Was wäre neben (11.5.18) noch infrage gekommen? An 
SU(2)-invarianten +Formen. die aus Q gebildet werden, käme noch (Sp )?. 
Sp(N) A Sp). Sp(N?) infrage, aber Sp! = 0, und Sp(N?) gibt als Chern- 
Form triviale Feldgleichungen. Etwas systematischer hat man 


Iyu.diz = fo? a0? (1.5.18) 


er adjungierten Darstellung von G = SU(2) 
d.h. unter SO(3) invarianter symmetrischer Tensor ist. (Die Dualenbildung 


an einem Faktor ist nötig, sonst ergibt sich ja eine „topologische“ Form mit 
trivialen Feldgleichungen.) Alle solchen Tensoren sind aber Zu das proportional. 
was auch die Anzahl der auftretenden Kopplungskonstanten zu 1 festlegt (siehe 


Aufgabe). Bi PR 
Aufgrund der Nichtkommutativität der Gruppe ist in (11.5.17) ein in 
w nichtlinearer Term aufgetreten. der eine Nichtlinearität auch in den aus 


(11.5.18) durch Variation nach w folgenden Gleichungen des freien Yang-Milis- 


Feldes bewirkt. Aufgrund der Bianchi-Identität und der Invarianz von Sad nn 
gleich allgemeiner für beliebiges G angesetzt und als Schnitt eines in © en- 
) folgt mittels (11.4.9°) durch 


sichtlicher Weise zu bildenden Bündels aufgefaßt 
partielle Integration 


st „en «OP BI 
2 [e2 


ER f 

= [ur „+ [ar (Fan dw A=*N ) R 

(11.5.19) 

Wir finden daher, wenn fab (wie im vorliegenden Beispiel mit fab x 608) as 

entartet ist, als Feldgleichung Da»G = 0. oder bei Mo a es 

„Nukleonenteils“ der Lagrangefunktion, wo 3 über die kovariante Abiel ung 
eingeht, 


anzusetzen. wo fa5 ein unter d 


AO? 


ab 11.5.20 
prae=f" xJ. ( ) 


worin die Isospinstrom-1-Form J, durch 
“ 11.5.21 
5 (Ixum.d'z) = du* Nrda + 5(.Nukleonfeld*) x --- (11.,5.21) 
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definiert ist. Die durch die Nichtlinearität zum Ausdruck kommende Selbst- 
kopplung nichtabelscher Eichfelder wird auch in der Stromerhaltung deutlich: 
aufgrund der Ricci-Identität für schnittwertige 2-Formen erhalten wir 


DA»J, = fa DADAsO® = Zn Ca 10 =0. (11.5.22) 


d.h. DJ =0. 


(Wir benutzten die Tatsache. daß die Matrixelemente der Basiserzeugenden in 
der adjungierten Darstellung. nach der Ö transformiert. durch (G.5 = Ca = 
-C*,. gegeben sind.) Natürlich kann DA + J, = 0 direkt aus der Eichinvarianz 
von Lxuxı.d'x gefolgert werden. wie als Aufgabe gezeigt werden möge. In Ana- 
logie zum Gravitationsfall verschwindet nur die kovariante Divergenz des Iso- 
spinstromes: in gewissem Sinn trägt das Yang-Mills-Feld selbst Isaspin. (Eich- 
invariante „Nukleon“-Lagrangefunktionen erhält man z.B. allgemein durch die 
„minimale Substitution“ d > D aus der unter ortsunabhängigen Isospindre- 
hungen invarianten Lagrangefunktion. Nlinimale Substitution garantiert eine 
Art „Aquivalenzprinzip“. wie aus Aufgabe 3 von Abschnitt 11.3 hervorgeht. 
Verletzung der Eichinvarianz des Nukleonteils der Wirkung würde. ähnlich wie 
in Kapitel 10 diskutiert, eine Inkonsistenz hervorrufen.) 

Damit haben wir den Prototyp einer nichtabelschen Eichtheorie vom Yang- 
Mills-Typ vor uns. Die Gruppe G sowie den Darstellungsraum V kann man 
dabei ohne weiteres abändern. Ist G kompakt und einfach. kann man zeigen 
(siehe Aufgabe). daß f,, stets Vielfaches der Cartan-Killingschen „Gruppen- 
metrik" C4,.C” ya ist: für G kompakt - halbeinfach sind die Möglichkeiten 
im gegebenen Fall ebenfalls überblickbar. Für nichthalbeinfaches G sei dar- 
an erinnert. daß die Gruppenmetrik entartet ist: ein fa dieser Art hätte die 
unerwünschte Konsequenz. daß Teile der Krümmung (?* nicht durch Feldglei- 
chungen eingeschränkt wären. während der Strom J, einige linear-homogene 
Bedingungen zu erfüllen hätte (nämlich f@”.J, = 0. wo f°® die Matrix der zu 
den Elementen f., komplementären Minoren ist). 

In den letzten Jahren sind Eichtheorien dieser Art im Sinne klassischer 
Feldtheorien stark untersucht worden: insbesondere wurde auf die Bedeu- 
tung von nichttrivialen Bündeln und deren topologischen Quantenzahlen 
hingewiesen {„Instantonen“, Monopole. „Solitonen*). Die physikalische 
Hauptbedeutung von Eichtheorien liegt aber wohl darin, daß die zugehörige 
Quantenfeldtheorie („definiert” über das Feynmansche Wegintegral; s. Nash 
1978)} eine renormierbare Störungsentwicklung hat. wie in den frühen 70er 
‚Jahren erkannt wurde (siehe etwa E.S. Abers. B.W. Lee. Phys. Reports 9C, i 
1973}). Dies ermöglichte es. eine vereinheitlichte Theorie der schwachen und 
eiektromagnetischen Wechselwirkungen auf eichtheoretischer Grundlage zu 
formulieren (siehe etwa Becher, Böhm & Joos (1980): Taylor (1976)). Für die 
Theorie der starken Wechselwirkungen war schließlich eine weitere Eigenschaft 
gewisser nichtabelscher Eichmodelle entscheidend, die „asymptotische Freiheit” 
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(vgl. Nash (1978)). So entstand der Eindruck, daß der richtige eichtheoretische 
Gesichtspunkt nicht mur die Beschreibung der Wechselwirkungen in der 
Natur zu vereinheitlichen helfen wird, sondern automatisch gewisse ohne die 
Eichsymmetrie auftretende Probleme beseitigt. Dies und die Tatsache. daß 
Einsteins Allgemeine Relativitätstheorie viele eichtheoretische Züge trägt. ließ 
die Hoffnung entstehen. daß eine möglichst eichtheoretische Formulierung der 
Gravitationstheorie eines Tages auch die Quantisierung derselben in Reichwei- 
te rückt. Im nächsten Abschnitt wollen wir die Parallelen und Unterschiede 
zwischen Gravitationstheorie und dem Prototyp der Eichtheorie beleuchten. 


4. Beispiel: Spinoren in der Allgemeinen Relativitätstheorie: Im Falle der 
Dirac-Spinorfelder handelt es sich um Schnitte des Spinorbündels E(X*.C') 


mit der Strukturgruppe Spin(3.1). einer 2-blättrigen Überlagerungsgruppe der 


Lorentzgruppe O(3.1). Eine entsprechende kovariante Differentiation wurde be- 
ht natürlich genau den Ausführun- 


reits in (9.4.7. 8. 11) eingeführt und entspric ; 
gen am Ende von Abschnitt 11.3. Hierbei macht die Zweiwertigkeit der Dar- 
stellung keine Schwierigkeit. da nur die Liealgebra benötigt wird. Hingegen 
treten bei globaler Betrachtungsweise Schwierigkeiten durch die Zweiwertig- 
keit schon vor der Einführung der Differentiation auf. Dies rührt daher. daß 
das Spinorbündel insofern mit der Basismannigfaltigkeit verschmolzen ist. als 
Ausdrücke wie (7°) e„ Tangentialvektoren sein sollen und das Tangenti- 
albündel schon durch die Mannigfaltigkeit fixiert ist. Am übersichtlichsten ist 
die Situation. wenn man sich auf Spinorfelder © mit Yu=tt oder Er 
beschränkt (33 := i 30122 3), mit denen masselose Neutrinos beschrieben wer- 
Ben kann In Sen Bündel El x*,C?) solcher effektiv a 
Weyl-Spinoren ist der Zusammenhang zwischen Spinoren as aaa a 
ders einfach (vgl. Sexl & Urbantke (1992). oder e nn T be 
(1965)): Zu jeder raum- und zeitorientierten 0 iR: en air 
gehören genau zwei Spinorbasen. wobei sich entsprechen e ı = En 
ums Vorzeichen unterscheiden. Damit ein Spinor unter Lorentz er ch 
Vektorbasis ein wohldefiniertes Transformationsverhalten a nn die 
per Konvention für eine der beiden Spinorbasen m. Vekeören 
sich die Spinorkomponenten beziehen. (Daß Br ee z e - nicht oh- 
und Spinoren - anders als jene zwischen Vektoren = Be t folgt aus 
ne Zwischenschaltung des Begriffs der Orthonormalbasis aus ommt. 


i i sen der vollen linea- 
yei i ;chdimensionaler) Darstellungen det inea 
a. es noch wohlverhalten. Der Spinorbegriff ist 


ren Gruppe. unter der sich V a ee 
ein ee Begriff. der nur noch auf die Ähnlichkeitsgruppe® . = 
spiel 1 s nd Iibaz Se) Damit diese Konvention von Punkt zu Pu = 
x: stell S ; itet“ ‚erden kann. ohne daß man je bei der Wieder ei 

X" stetig „ausgebreitet” We en Konvention gerät. 


Y it der bereits gemacht 
i in Widerspruch mit der . ; ere 
Er Ex ee B um- 4 tierbar sein. sondern noch eine weit, 

uß X* nicht nur raum- 


und zeitorien a eraiseh 
topologische Eigenschaft - eine Spinstruktur - besitzen. Hinreichend, A 
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Geroch (J. Math. Phys. 9. 1739 (1968)) für eine nichtkompakte® Raumzeit X* 
auch notwendig ist die globale Existenz eines stetigen Systems orthonormaler 
Tangentialbasen — X* muß also auch noch parallelisierbar sein. (In höheren 
Dimensionen ist die Bedingung nicht mehr notwendig.) Ansonsten können kei- 
ne überall stetigen Spinorfelder existieren. Der Nachweis dieser Eigenschaft ist 
allerdings nicht immer einfach. (In J. Math. Phys. 11. 343 (1970) diskutiert R. 
Geroch praktikablere Kriterien. denen gemäß etwa die Schwarzschildgeometrie 
und Friedmann-Kosmologien eine Spinstruktur besitzen.) 


Aufgaben 


1. Man gebe die infinitesimale Version zu (11.5.1). (11.5.2). (11.5.7) sowie das 
Verhalten der „° dabei an! 


NG) 


w= a:-1+ w definiere wie in Beispiel 1 eine torsionsfreie G-Übertra- 
gung bezüglich einer festen G-Basis {u} (G = Ähnlichkeitsgruppe. w’ an- 
tisymmetrisch). Dann definiert w’ eine bezüglich 9 := rw! 2 0* metrische 
Übertragung mit der Torsion 


eo" = ana. 


w" definiere in der gleichen O(n)-Struktur den eindeutig bestimmten torsi- 
onsfreien Zusammenhang. Dann ist (u, := nk w*) 


wW=w” +A, Ark = Ari = Ar wi — A; Wk. 


Von den zugehörigen Krümmungen ist (2 maßstabsinvariant. aber aus {u} 
und a gebildet. d.h. von der G-Übertragung abhängig; ” ist nur aus 
{#'} gebildet, aber nicht maßstabsinvariant. Einsetzen in (11.4.9) ergibt 
für X, — 9, einen Ausdruck der Gestalt B;AQ, mit gewissen 1-Formen 
B,. Bildet man die zugehörigen Ricci-Formen R=R, wR, R’ und die 
Krümmungsskalare R’ = nt Rl,. R" = rk R',. so kann B; zwischen den 
Differenzen 9, — 9%,. RR R”. R' — R” eliminiert werden, wobei eine Glei- 
chung der Gestalt O/, = Ci, = CH mn” Aw” entsteht. Dabei ist ea 
der Weyltensor (2.8.8) der Metrik g. und C' ist analog aus N’ gebildet. 
C/; = Ch, ist daher nicht nur maßstabsinvariant, sondern auch von & un- 


abhängig. also allein durch die konforme Struktur bestimmt. — Man führe 
die Details aus. 


3. Man folgere (11.5.22) direkt aus der Eichinvarianz der „Nukleon“- 
Lagrangefunktion! (Vgl. Aufgabe 2 von Abschnitt 3.4.). 


®Kompakte Raum-Zeiten enthalten nach R. Geroch. J. Math. Phys. 8, 782 (1967) ge- 
schlossene zeitartige Linien. s 
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Für Variationen dw“, die von infinitesimalen „aktiven“ Eichtrans- 
ormationen $S x 1 + 67 g® G, stammen, ergibt sich aus Aufgabe I 


dw? = +ör (dg® +uwd CH. 3) . 


Berücksichtigt man. daß sich die g* wie Vektorkomponenten unter „ passiver“ 
Anwendung der adjungierten Darstellung verhalten, hat man einfach du" = 
Dg*ör. Nun kann leicht partiell integriert werden. 


4. Man überlege sich. daß die Elemente der Matrizen y° in der Dirac-Gleichung 
Komponenten eines Vektor-Spinors sind, der nach Aufgabe 2, Abschnitt 11.3 
kovariant konstant ist. „e?= NY dx' fungiert als Verschmelzungsform des 
Spinorbündels. Ebenso sind die Elemente der Ladungskonjugationsmatrix C 
und der Dirac-Adjunktionsmatrix 9 (vgl. Sexl-Urbantke (1992)) (v = 1’) 
Komponenten kovariant konstanter Spinoren. 


1 l 
Zeige T (ne)! = -iyPV-gd'r. 


5. Sei G eine kompakte einfache Liegruppe und f., ein symmetrischer kova- 
rianter Tensor über der Liealgebra g von G, der unter der adjungierten 
fa» Vielfaches der Killing-Cartan- 


Darstellung invariant ist. Man zeige, daß 
Metrik ist. Wie ist diese Aussage für kompakte halbeinfache Gruppen ab- 
zuändern. und was folgt daraus für die Anzahl der Kopplungskonstanten in 


diesem Fall? . 
Anleitung: Aufgrund der Einfachheit von G ist die adjungierte Darstel- 
ar. Der Tensor 


lung irreduzibel und die Killing-Cartan-Metrik gab invertierb 
g-!°° £, kommutiert mit den Operatoren der adjungierten Darstellung. nn 


Schursche Lemma kann noch nicht angewendet werden. weil da 
Zahlen Voraussetzung wären. während g reell und die adjungierte : 
lung nur im Reellen irreduzibel ist. Die Kompaktheit garantiert aber eine 


negativ definite Matrix gab. IR geeigneter Erzeugendenbasis also Gab = -Öub- 
onenten in dieser Basis eine SYI- 


so daß die eben gebildeten Tensorkomp dies 
metrische Matrix bilden. Es existiert also ein vollständiges System reeller 
Eigenräume. die unter der adjungierten Darstellung invariant sind und de 
her mit g übereinstimmen müssen. Es folgt fab X Öab in dieser Basis. . 
Jab X 9a, in jeder anderen. — Im halbeinfachen Fall ist die adjungierte Dar- 


stellung auszureduzieren. 


l dazu komplexe 
Darstel- 


11.6 Ist die Gravitationstheorie 


eine Eichtheorie? 
nstheorie als Eichtheo- 


‚weit die Gravitatio) 
wieder — vgl. die Bemerkung zu Beginn 
Iche Feldvariable? - bestimmt 


Wir untersuchen nun die Frage. inwie 
rie aufgefaßt werden kann. Dabei wird W 
von Abschnitt 4.1 -- das kinermatische Niveau (we 
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durch die \lateriekopplungen) und das dynamische Niveau (welche Feldglei- 
chungen bzw. Lagrangefunktion?) zu trennen sein. Dennoch werden wir nicht 
einen der beiden Aspekte vor dem anderen vollständig erledigen. sondern auf 
beide immer wieder zurückkommen müssen. Bis zu Kapitel 7 arbeiteten wir 
mit Feldvariablen g9,.(.). wobei die Theorie gegen die Transformationen 
Yor=r(r) Ik ee 
2 ık Ik dr: rk Imn 

kovariant sein mußte. Die Christoffelsymbole (1.3.11). (1.3.6). die Komponen- 
ten des Riemann- und Riccitensors sowie der Krümmungsskalar waren zunächst 
nützliche Abkürzungen für Kombinationen von Ableitungen der Feldvariablen 
9:r(.7) mit gewissen Kovarianzeigenschaften (man beachte aber die physikali- 
sche Deutung des Riemanntensors. die in der Deviationsgleichung zutage tritt. 
vgl. Aufgabe 3d) zu Abschnitt 8.4). mit deren Hilfe Feld- und Bewegungs- 
gleichungen bzw. Lagrangefunktionen leicht gebildet werden können. Daß der 
ınetrische Tensor kovariant konstant ist. (2.6.19), folgt als Konsequenz der ge- 
machten Definitionen. Dies ist in rein formaler Hinsicht der Standpunkt. den 
die Differentialgeometrie vor 1917 bezog und den auch Einstein verwendete. 

In Kapitel 7 brachten wir die (ab 1917 von Levi-Civitä. Weyl. Schouten 
vollzogene) begriffliche Trennung von Metrik 9,x{x) und Übertragung Er »{r). 
wobei sich die Frage ergibt. warum für die Gravitationstheorie L’ = Tr 
gelten sollte. Zugleich zeigten wir. wie man die Theorie (gemäß Cartan. 1922) 
in Termen von Differentialformen schreiben kann. so daß die Frage der Ko- 
varianz unter Koordinatentransformationen trivial wird (die p-Formen sind ja 
vom Koordinatensystem unabhängig) und ersetzt wird durch die Frage nach 
der Kovarianz unter (ortsabhängigen) Vierbeintransformationen 


(11.6.1) 


eu — a = pelz)er. (11.6.2) 


Wir betonten im weiteren allerdings mehr die rechentechnischen Vorteile. die 
sich daraus (insbesondere bei Verwendung orthonormaler Basisformen) erge- 
ben. während uns jetzt die daraus resultierenden eichtheoretischen Gesichts- 
Punkte interessieren. 

Gemäß Abschnitt 11.3 können wir zunächst die Metrik als 0(3.1)-Struktur 
im Tangentialbündel auffassen und vermuten, daß eine Eichtheorie der Lor- 
entzgruppe vorliegt. Nach dem Muster der Beispiele 2, 3 des vorigen Ab- 
schnittes wären dann die unabhängigen Feldvariablen die Konnexionsforınen 
244 = Tuwga- (Wir bezeichnen wie in Abschnitt 9.4 Indizes. die sich auf ei- 
ne O(3. 1)-Basis beziehen, mit griechischen Buchstaben.) Dies trifft aber auch 
in der Differentialformenversion der ART’? nicht zu. hier werden die 6 For- 
men «„3 aus den vier orthonormalen Basisformen e“ unter Beachtung von 
die" - u"; re? =D berechnet (vgl. (7.6.7); wir schreiben hier e* statt we). 
Sie können daher auch nicht unabhängig variiert werden. Betrachten wir als 


"Im Folgenden als Abkürzung für Allgemeine Relativitätstheorie verwendet. 
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nächstes das Wirkungsintegral (3.4.1). das bei Verwendung von Formen bis anf 
eine Konstante als 


Ww - [au Axle" Ace”) (11.6.3) 


geschrieben werden kann (Aufgabe). Im Gegensatz zu (11.5.18) tritt hier nicht 
nur die aus den wu, allein gebildete Krümmungsmatrix 0, auf, sondern auch 
die e* erscheinen explizit als Feldvariable. und zwar als partielle Komponenten 
der kanonischen Verschmelzungsform ö (vgl. Ende von Abschnitt 11.1: manche 
Autoren betrachten statt einer Eichtheorie von O{3. 1) eine Eichtheorie der zu- 
gehörigen Spinorgruppe Spin (3.1) oder SL(2.C). Sie müssen dann statt «” die 
Verschmelzungsform des Spinorbündels. Y.e* oder ae verwenden: vgl. die 
Bemerkungen zum Beispiel 4 im vorigen Abschnitt.) Die -Operation bezieht 
sich auf die Raum-Zeit-Metrik g = 14.3 €° &e". die aber hier via Verschmelzung 
gleichzeitig Fasermetrik ist - im Gegensatz zu (11.5.18). Der Schönheitsfebler. 
daß die Variationen der w..,; von jenen der e® abhängen. kann für (11.6.3) übri- 
gens in jenen Fällen ignoriert werden. wo die «.,., nicht in die Lagrangefunktion 
der angekoppelten Materie eingehen. Variiert man nämlich (11.6.3) nach wa. 
und e® so. als wären sie unabhängig. erhält man mittels (11.4.9) 


6 = [50 Ar (le? A e) + [% Aöx [et A e?) 
1 . v 
- fe Aösa3) A* (e® Ne”) + 3 Ikz er „öler Ne”) 


= fe N (das Ar (ET A e’)) + für ADAs(e Ne’) 


(11.6.4) 


+ [9 Net weile 


daher als Feldgleichungen ie Dose = 0 (baw. = Quelltern) ul 
DA x (e® A e? ) = 0. Die ersteren entsprechen gerade den Einstein-Gleichungen 
in Formenschreibweise (Aufgabe), während die zweiten wegen der kovarianten 
Konstanz des e-Tensors äquivalent zu D\ (e@® X e?) = Osind. Beachten Be daß 
bei der hier verwendeten partiellen Komponentenschreibweise Se I Sn 
wie (DAS)* = 8° (Torsion) bedeutet. finden wir zunächst 6° re e. .z u 
und dies ist (für n > 4) gleichwertig (Aufgabe) mit 9° = re tw Re 5 € er 
jener Gleichung. die die Abhängigkeit der u, von den e° angibt. £ a ne 
grangefunktionen für was. €%, oder Materie-Lagrangefunktionen. die a 
halten (z.B. Dirac-Feld), liefern 8° #0. Will man also im a ns 
men der ART (metrische. torsionsfreie Übertragung, „Riemann- en 
bleiben. darf i.a. nicht so varliert werden. Tut man es dennoch = 
Cartan-Kinematik*). hat man mit dem Auftreten von Torsion zu rechnen. IX 
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dieser Auffassung der Variation (vielfach als Palatini-Prinzip bezeichnet) wird 
also nicht a priori ©“ = Ü gesetzt. sondern auch die Torsion ist erst durch die 
Dynamik bestimmt. 

Da die e” (d.h. die kanonische Verschmelzung) für die Raum-Zeit- 
Interpretation von Übertragung und Krümmung wie für die Aufstellung ge- 
eigneter Lagrangefunktionen der Gravitation unumgänglich scheinen. kann 
man sich als nächstes fragen. ob sie sich nicht ebenfalls als Eichpotentiale 
auffassen lassen. indem man von der homogenen Lorentzgruppe O(3.1) zu 
einer größeren Gruppe übergeht. Diese muß nach unseren allgemeinen Über- 
legungen vier weitere Parameter enthalten. was sofort die Poincare-Gruppe P 
(= inhomogene Lorentzgruppe mit Translationen) suggeriert: aber auch an- 
dere Gruppen wurden bereits in der Literatur diskutiert. Wir halten dann 
aber sogleich als erste Besonderheit fest, daß die e* linear unabhängig sein 
müssen, während für Übertragungsformen eine solche Forderung im allgemei- 
nen nicht gestellt wird. Bleiben wir bei P. so ist als nächstes zu untersuchen. wie 
das Transformationsverhalten der Übertragungsformen bei geeichten Poincare- 
Transformationen aussieht. und wie es sich mit dem Transformationsverhalten 
der e®. va3 = —w3, vergleicht. Dazu betrachten wir - zunächst als rein for- 
males Hilfsmittel - die folgende 5-dimensionale treue Matrixdarstellung von P: 
jedem Paar (L.a). bestehend aus der Lorentztransformation L € O(3. 1) und 
der nachfolgenden Translation a €e R!. ordnen wir die 5 x 5-Matrix 


La 2 
(L.a) > ( 01 ) (11.6.5) 
zu: die Menge dieser Matrizen bildet eine zur Poincar&gruppe isomorphe Un- 


tergruppe G < GL(5). Für infinitesimales (L,a) hat dies die Form 


(ar)+los): 


wol = (l°,) mit las = —Ia« (alle Indizes werden mit 7. n gezogen). Daher 
hat die Übertragungsmatrix für eine G-Übertragung in jedem Vektorbündel 
mit 5-dimensionalen Fasern bezüglich G-Basen die Gestalt 


weg wTr 
oo» (11.6.6) 


wobei wir bewußt noch nicht e? statt w? geschrieben haben. Das Eichverhalten 
ergibt sich nun aus (11.5.1) mit (11.6.5) statt S. Es genügt natürlich, reine 
Lorenzrotationen (L,o) und reine Translationen (1.@) getrennt zu betrachten. 
Unter ersteren erhalten wir ein Verhalten für „*. „@ 3. das genau einer Lor- 
entzrotation des Vierbeins e? und der zugehörigen Transformation von O(3. l)- 
Übertragungsformen entspricht; unter letzteren haben wir aber 


wen T=ut-da’ - wat. (11.6.7) 
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Auf geeichte Translationen reagieren die w* 3 also nicht, weshalb wir sie auch 
gleich mit demselben Symbol bezeichneten wie die vorher betrachteten O{3.1)- 
Übertragungsformen, für die ja ein Translationsverhalten gar nicht definiert 
war. Die „7 hingegen zeigen ein nichttriviales Translationsverhalten, während 
ein solches für die Basisformen e? ebenfalls nicht definiert war. Die e? können 
also mit den zum Translationsteil der Gruppe gehörenden Übertragungsfor- 
men bestenfalls (nämlich nur bei linearer Unabhängigkeit) in einer bestimmten 
Translationseichung identifiziert werden. Mit anderen Worten. die Eichkovari- 
anz unter der geeichten Poincare-Gruppe ist mit dieser Identifizierung bereits 
auf kinematischem Niveau gebrochen und besteht nur unter der Untergruppe 
0(3.1). 

Um die Kovarianz von Ansätzen für die Dynamik beurteilen zu können. 
benötigen wir noch die Strukturgleichungen und das Eichverhalten der Krüm- 


ar Yv 
mungsmatrix. die die Gestalt en 2 haben muß. Die Strukturgleichung 


(11.2.6) ergibt mittels (11.6.6) für 2% die gewohnte O(3, 1)-Krümmungsma- 
trix, und zusätzlich erhalten wir 
3, (11.6.8) 


was erfreulicherweise formal mit der Strukturgleichung ( 11.1.14) für die Torsi- 
on ®° übereinstimmt. wenn w” mit e? identifiziert wird. Die Eichabhängigkeit 


dieser Identifizierung bewirkt auch eine Eichabhängigkeit von 07 unter Trans- 


lationen, 


QT=dAuT+w’gAw 


20%, M=T- Mad, (11.6.9) 
= e? gilt. Das Rotationsverhal- 
87 von früher überein - 
er Zug der P-Übertra- 
anchi-Identitäten 


mung und Torsion zusammenfaßt (Auf- 


so daß 2” = 8” nur in den Eichungen mit w’ 
ten von 2% ;, (27 stimmt wieder mit jenem von 0°, 
daher auch das gleiche Symbol 0° 3- Ein weiterer elegant or Zu 
gung ist. daß die Bianchi-Identität für die P-Krümmung die Bi 
(11.2.7) und (11.2.8) für O(3.1)-Krüm 
gabe). 

Ersetzen wir nun probeweise die 
w?, so zeigt ein Blick auf en 2 
auch auf dvnamischem Niveau gebrochen "°- 5 
auch an der »-Operation beteiligt sind. Daher sind nicht nur W a 
wie [8.A8°. f QusnQe Aw nicht translationsinvariant. er a. En. 
schuldig aussehende wie [3A «02 (der Unterschied zu eie a a, 
miken wie (11.5.18) besteht hier darin. daß dort die Eichtransfo! ei aa 
an der «-Operation angreifen. da dort keine Verschmelzung ange 
sind Wirkungsintegrale dieser Art und weitere, suwie geeigne n et 
von ihnen. die die experimentellen Tests überleben, u si 
Argument dafür ist. daß es gelegentlich als u s = a 
daß die Feldgleichungen zu (11.6.3) allein (plus Materiete a 


e’ im Wirkungsintegral (11.6.3) durch die 
11.6.9), daß die Translationseichinvarıanz 
Man beachte dabei. daß die e’ 
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durch e*. de“ und eventuell \laterieterme (Spindichte) auszudrücken gestatten 
(siehe oben). also x. ; „undynamisch” ist: Torsion wird hier nicht abgestrahlt. 
{Wegen dieser sogenannten Einstein-Cartan- Theorie siehe die Überblicksartikel 
von F. Hehlet al.. A. Trautman in Held (1980). Vol. I. in Bergmann & de Sabba- 
ta (1980) und die dort zitierte Literatur). Die einzigen einfachen P-invarianten 
Ansätze sind [0° AO. und [ easuu NFAQNFY, die aber (vgl. Abschnitt 11.4 
Pontrjagin- und Eulerformen) zu trivialen Feldgleichungen führen. 

Akzeptiert man einmal die Idee. mit den Variablen der Eichtheorie einer 
gewissen Gruppe G zu arbeiten. die Eichkovarianz aber in der einen oder an- 
deren Art zu brechen - dies geschieht in vielen und auch in bewährten Mo- 
dellen der Teilchenphysik -. so eröffnen sich natürlich viele weitere Möglich- 
keiten. die ART oder \lodifikationen davon als Eichtheorien zu interpretieren. 
Ein allgemeiner Gesichtspunkt. den man vielleicht herausheben kann. ist der. 
daß die Gruppe G dabei stets eine Untergruppe H enthalten muß. bezüglich 
der Kovarianz herrscht, wobei der Quotientenraum A = G/H die Dimensi- 
on der Basismannigfaltigkeit (d.i. = 4) hat. (Bisher: G = P 10-dimensional. 
H = 0(3.1) 6-dimensional). Ohne weitere Komplikationen kommt man so nur 
weiter, wenn AR = G/H eine sogenannte reduktive Struktur (vgl. Kobayashi 
& Nomizu (1969): manchmal auch schwach reduktive Struktur genannt. vgl. 
Dieudonne (1976) IV) gestattet, d.h. wenn für die Lieaigebren g > h von 
G DH eine Zerlegungg=h=k existiert. bei der nicht nur h (wegen der Un- 
tergruppeneigenschaft). sondern auch der Teilraum k unter der adjungierten 
Wirkung von H invariant ist. Die adjungierte Darstellung von G soll also bei 
Einschränkung auf HZ zerfallen. Denken wir uns G durch eine treue Matrixdar- 
stellung gegeben. so bedeutet das für die k aufspannenden Generatoren K, 
und für Se H. daß SK.S”' = L?(S)K, ohne Beiträge mit Generatoren 
H, von H gilt - i.a. werden ja rechts alle Generatoren von g benötigt. k muß 
weder ein Ideal noch eine Teilalgebra sein. wie es fürG = P, H = 03.1). 
k = (Algebra der Translationen) der Fall ist. Genau dann verhalten sich in der 
Zerlegung (11.3.6).2°G. = Wu#"H,+Yu“K, die w“ unter H tensoriell wie 
zuvor die Kobasisformen unter O(3.1) (Aufgabe). Da die w“ in der Eichung, in 
der sie mit den Kobasisformen e@ = h@ dr? identifiziert werden, als linear un- 
abhängig vorauszusetzen sind. kann h? invertiert werden, und mit der inversen 
Matrix hi, können nun auch kovariante Ableitungen D;2: in Objekte verwan- 
delt werden. die unter H tensoriell transformieren. Dies ermöglicht die Anwen- 
dung der Darstellungs- und Invariantentheorie der jeweiligen Gruppe H bei der 
Konstruktion von Lagrangefunktionen. (Die Reduktivitätsbedingung scheint in 
Zusammenhang mit Überlegungen dieser Art bereits auf bei E. Cartan. Annals 
of Math. 38. 1 (1937), und ist etwa für kompakte, oder zusammenhängende 
halbeinfache, oder diskrete Untergruppen H stets erfüllt. k braucht übrigens 
uicht eindeutig bestimmt zu sein). 

Es ist hier nicht der Ort, um die in der Literatur gemachten Versuche dieser 
Art systematisch durchzubesprechen, zumal sich keiner von ihnen endgültig 
durchgesetzt hat. Wir wollen nur einen von ihnen im Ansatz erläutern. um zu 
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en a £ : 
a _ nn nn Re von der ART geläufige Vokabular ändern kann. 
ee = er gebrauchte Terminologie nicht einheitlich). 
HB a rum es bei dieser sogenannten Fernparallelismus-Version 

vita orie geht, formen wir zunächst (11.6.3) unter Verwendung 
der Definition von N),3 wie folgt um: i 


W = / (das + wa, AuTa) Ar le" A ee f N (was + (e? Ne”) 


+ [nsnareene) + [unshursaele" ne) 


. fa N (was are ne?) +W". 


Da faA (.-.) in ein Oberflächenintegral umgeformt werden kann. gibt W’ 
dieselben Feldgleichungen wie W (diese Umformung entspricht jener von (3.4.2) 
zu (3.4.5. 6)). Wie in der Standard-ART und im Gegensatz zu der oben als 
Palatini-Prinzip bezeichneten Betrachtungsweise betrachten wir nun in W” die 
w* ; als gemäß de“ +u% 3 Ae? = 0 durch die e® ausgedrückt (vgl. (7.6.14, 15): 


= Lea ne rr(e AdAE)Nw]- 
(1.6.10) 


Das gibt 4’ = [ L(e°.de*). Hier interpretieren wir nun wie oben die e® als 
Sinne einer Eichtheorie der Translationsgruppe T 
sich aus (11.6.7) mit "3 = Ö. 
‚@ nur in einer bestimmten Eichung, die Translationskova- 


daher wieder e® =w 
rianz ist bereits kinematisch bis zur trivialen Untergruppe (Einheitselement } 
ung 0° = dw” ist zwar nunmehr transla- 


gebrochen. Die Translationskrümm 

tionsinvariant ((11.6.9) mit 9° = ) und stimmt also mit de“ überein. doch 

ist W’ nicht translationsinvariant (dynamische Symmetriebrechung). Da Ro- 

tationen der e“ bei dieser Betrachtung ausgeschlossen wurden und T kinema- 
d definieren eine Paral- 


tisch gebrochen ist°. sind die e° nun ausgezeichnet un \ 
lelisierung der Raum-Zeit (Parallelisierbarkeit ist dabei vorauszusetzen). Wir 
erinnern nun. daß mit einer -Struktur) auf der Mannigfaltig- 


Parallelisierung (1 
keit eine 1-Übertragung (Fernpar Tangentialbündel verbunden 


allelismus) im 
ist, deren Krümmung verschwindet @ = de”. also gleich 


und deren Torsion 
der obigen Translationskrümmung ist. In diesem Sinn wird also die Gravitati- 
on .nicht durch die Krümmung. son n“ beschrieben. Da 


dern durch die Torsio 
nicht nur in obiger W’. sondern bei jeder Wahl von L(e“.de®) = L{e®. 8°) 
mit abgesättigten Lorentzindizes Invarianz unter ortsunabhängigen Vierbein- 

ht die Parallelisie- 


drehungen besteht. ist tatsächlich in Theorien dieser Art nie 
ur der durch sie definierte Fernparallelismus 


rung durch spezielle €”. sondern n 
eu BR 02 2 
nterpretationen des Fernparallelismus gibt. die ohne 


metrie auskommen. 


3 = [er ardne?-eiArdNe 


Übertragungsformen „°* im 
allein. Das Translationsverhalten der „* ergibt 


ö 3Es sei erwähnt. daß es auch andere I 
kinematische Brechung der Transiationssy 
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relevant. Dazu kommt noch die durch 2. 3e* 8 e? definierte. im Sinn des Fern- 
parallelisımis kovariant konstante pseudo-riemannsche Aletrik. Eine derartige 
Struktur wird als Weitzenböck-Raum bezeichnet. Das Einsteinsche Wirkungs- 
integral I” ist „zufällig” auch unter ortsabhängigen Vierbeindrehungen inva- 
riant und erlaubt daher auch die Interpretation mit reiner Riermanngeometrie 
(Torsion = 0. Krümmung # 0). Modifikationen desselben im eben beschrie- 
benen Sinn wurden tatsächlich untersucht (vgl. Hehl. loc. cit.). sie gestatten 
die rein riemanngeomcetrische Alternativinterpretation nicht mehr. Quelle für 
die Torsion ist in diesen Theorien öZxfaterie/de*. was — wie wir nicht im Detail 
ausführen wollen - eine Version des Energie-Impulstensors der Materie ist. (Die 
Variation nach den metrischen Koeffizienten bei fester Basis {d.r’} führte uns 
in (3.4.21) auf den Belinfante-symmetrisierten Energie-Impulstensor). 

Wenn wir wieder zur umfassenderen Riemann-Cartan-Kinematik {e“. 
a3 = wa primär unabhängig) zurückkehren. stellen wir fest. daß es auf die 
gewählte Lagrangefunktion der Gravitation ankommt. ob ÖL xiaterie/de* oder 
ÖLxtaterie/d00,3 Quelle für Krümmung (= Rotationskrimmung) oder Torsion 
(= Translationskrümmung) ist. oder ein noch komplizierterer Fall eintritt. Man- 
che Autoren (vgl. Hehl. loc. cit.) versuchten hier eine Entscheidung mittels der 
Bemerkung zu treffen. daß diese Quellterme im Limes des Aachen Raumes in 
die Noetherströme zu Translationen bzw. Rotationen (vgl. Sexl & Urbantke 
{1992)) übergehen. Um die Noetherströme auch ohne den flachen Limes zu er- 
halten. wurden noch weitere kinematische Betrachtungen angestellt. die auch 
für sich gesehen eine nützliche INustration der geometrischen Sachlage bieten. 

Wir schließen dazu an die in (11.6.5) formal eingeführte 5-dimensionale 
Darstellung von P an. Der Vektorraum V? = {{y*.y?)} = R? dieser Dar- 
stellung hat als P-invarianten Teilraum V* = {{y%.0)}. auf dem P wie 
O{3.1). T also trivial wirkt. Die Darstellung ist aber nicht zerfällbar. Vek- 
toren der Form (y“.1) etwa gehen wieder in Vektoren dieser Form über: 
{y°.1) — (L&y? + a“.1). Diese Vektoren bilden zusammen die Hyperebene 
A < V? mit der Gleichung y? = 1. die selbst kein Vektorraum ist (Addition 
und Zahlenmultiplikation führt aus A heraus). Die Differenzen von Vektoren 
aus A gehören zu V*. und man kann zu jedem festen Vektor € A alle Vek- 
toren von V? addieren. um ganz A zu erhalten. Das charakterisiert A als af- 
finen Punktraum (mit Pseudometrik). dessen Verbindungsvektoren {gerichtete 
Strecken) den Vektorraum V* bilden. A ist ein homogener Raum der Gruppe P. 
die transitiv auf ihm wirkt (jeder Punkt kann mittels P in jeden übergeführt 
werden). alle seine Punkte sind gleichberechtigt. und erst nach willkürlicher 
Wahl eines „Ursprunges“ ist er mit V! begrifflich gleich. Haben wir nun ein 
Vektorbündel mit V? als Standardfaser, und darin eine P-Struktur mit P- 
Übertragung. so liefert dies automatisch 1. ein Vektorbündel mit V? als Stan- 
dardfaser und einer O(3.1)-Struktur mit O(3. 1)-Übertragung ( V},cV% wird 
durch die ersten vier Vektoren einer P-Basis (b,. bs)|p von V}, aufgespannt), 


sowie 2. ein Bündel afliner Räume Ap = {bs +a°b„}}p: bei der P-Übertragung 
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V& — V} geht V, — V} und Ag > Ap. (Man kann dieses Bündel affiner 
Räume (alle = A & P/O(3.1)) sowie eine Übertragung darin auch selbständig, 
also ohne seine Einbettung in ein Vektorbündel. definieren (vgl. Kobayashi 
& Nomizu (1963)): umgekehrt können aber die meisten praktisch wichtigen 
Bündel homogener Räume G/H, die in der Theorie der sogenannten „sponta- 
nen Symmetriebrechung“ auftreten (vgl. A. Trautman, in Held (1980). Vol.D), 
in geeignete Vektorbündel eingebettet werden.) Man gelangt so zur folgenden 
Cartanschen Auffassung einer (metrisch-)affinen Übertragung auf X, die den 
Namen .affin“ statt „linear“ mehr rechtfertigt. Jede affıne Faser Ap (Kopie 
des flachen Minkowski-Raumes (= Ereignisraum = Punktraum!)) soll ein „lo- 
kales Modell“ der Basismannigfaltigkeit X* im Punkt P sein. d.h. dort XS 
approximieren. Dazu muß aber auch in Ap ein Punkt (= Vektor in V,) ausge- 
zeichnet werden. nahe dem die Approximation am besten ist: diesen .Berühr- 
punkt“ denkt man sich mit P identifiziert (Berührung „0. Ordnung”). Da- 
durch wird die Translationssymmetrie kinematisch gebrochen (während sie. im 
Teilchenphysik-Jargon. durch die Verwendung eines A (= P/0(3.1))-Bündels 
nur „spontan“ gebrochen war) und effektiv Ap = P + V’$ in leicht verständ- 
licher Symbolik. Die Übertragung gestattet. für beliebige infinitesimal benach- 
barte P.Q & X! die Fasern Ap. Ag durch P-Transformation aufeinander zu 
beziehen gemäß Db, = wa & ba. Dbs = w’ 8 b,. Wir wählen nun bsp = P 
(Identifizierung) und haben damit die Translationseichung der Situation ent- 
sprechend fixiert. Heuristisch heißt Dbs = DP=w78b,,daBQE Ag Auch Ar 
übertragen einen Punkt Q' € Ar ergibt. dessen Differenzvektor zum U EDS 
Pe Apr, PÜ' =DPe V}. die Zerlegung w?b, hat. Die „sparsamste Art, Ei 
präzise zu machen. ist es. wie ge m Paar P, Q zu einem Tangenttal- 


wohnt vo 22 = 
vektor u € Tp überzugehen. und gleichzeitig DPe V} mit umu identifizieren 
- so wird die „Berührung“ (1. Ordn 


ung?) ausgedrückt. Damit wird natürlich 

isch-)z tialraum 
V3 zum Tangentialraum Tp und Ap zum (metrisch a en i E 
P+Tp (= Tp als Punktraum): die Übertragung von ektoren € Ar T 


Vz 

wird zur Übertragung von Punkten 
{b.} wird so zu einer orthonorm? 
chungen gehen über in Due« = ru lw)es- 


desselben. 
alen Tangentialbasis [e, 
u = w*{u)e. oder 


}. und obige Glei- 


= ut Eo- {11.6.11) 
wo d wie früher die kanonische Verschmelzungsform des Fe ist. 
i (obasis ist. 
Dann muß aber „* = e*, wo {e*} die duale Kobasis zu en BERN 
Die P-Beziehung benachbarter Ap. Ag interpretiert Cartan als Verkörpe- 


ST nakeredi ielle Relativitätstheorie. benach- 
rung des Aquivalenzprinzips: lokal gilt die spezielle durch eine infinitesimale 


barte Bezugssysteme (e. pr, P) und (eig) En Abschnitt 11.4 her- 
P-Transformation verbunden sein. wie aus a a 
vorgeht, ist diese Version etwas schwächer als die Eins 

P kann Berührung höherer Ordnung 


3 
De. = «w a83 


gefordert 


ne a N en 
9Bei Verwendung größerer Gruppen G statt i 
werden. um die „sparsamste“ Struktur zu erzielen. 
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Man kann auch unter Beibehaltung der Interpretation der Ap als affine 
Tangentialräume ° £ e* wählen (veraligemeinerter Affinzusammenhang. vgl. 
Kobayashi & Nomizu (1963)). so daß dann u = w*(u)e. nur bei einer geeigne- 
ten anderen Translationseichung (Ursprungswahl P in Ap) gelten kann. Man 
hat dann. was die „0° 3. 2” anlangt. wieder volle P-Kovarianz. aber ein zusätz- 
liches Feld K in der Theorie (u“ = K“3e?). die Eichinterpretation der e* 
entfällt wieder. Dennoch wurde diese Situation in Verbindung mit der Gravita- 
tionstheorie diskutiert. wohl. um die zu diesen geeichten Translationen gehören- 
den Noetherströme einführen zu können. (Siehe z.B. R.J. Petti. GRG 7. 869 
{1976): ibid. 8. 887 (1978)). Will man letzteres bei gebrochener Translationsko- 
varlanz tun, kann man infinitesimale geeichte Translationen (diese genügen für 
die Aufstellung der Noetherströme), die von obiger Ursprungswahl wegführen. 
umdeuten als Tangentialvektoren. wobei das entstehende Vektorfeld gemäß 
(2.10.1) eine infinitesimale „aktive” Koordinatentransformation definiert - un- 
ter solchen ist der Formalismus kovariant. Die vom flachen Raum gewohnte 
Wirkung von Translationen (und auch Rotationen) auf Felder „(x) über deren 
x-Abhängigkeit wird dabei durch infinitesimalen Paralleltransport längs dieses 
Vektorfeldes gedeutet (vgl. F. Hehl et al.. Rev. Mod. Phys. 48. 393 (1976). 
AU diese Deutungen ändern jedoch nichts an der gewählten Kinematik. die 
wohl am klarsten in Termen von Hauptfaserbündeln beschrieben wird (vgl. A. 
Trautman. in Held (1980). Vol. I) und in diesem Bündelbild automatisch unter- 
gebracht sind. sofern sie überhaupt geometrisch und natürlich (frei von neuen 
Strukturelementen) sind. Ihre Rolle ist es wohl zum Teil. wie schon erwähnt. 
über die zugehörigen \oether-Theoreme Anhaltspunkte für die Wahl der Dv- 
namik zu liefern. wobei man aber über ästhetische Argumente bisher kaum 
hinausgelangt ist. 

Eine Möglichkeit besteht daher darin. zu gegebener Kinematik die allge- 
meinste mit den klassischen Experimenten verträgliche Dynamik anzusetzen 
und die Konsequenzen auszudiskutieren. Zugunsten der modifizierten Theo- 
rien ist anzuführen. daB in ihnen die erwähnten allgemeinen Theoreme über 
das Auftreten von Singularitäten nicht mehr gelten!: die bisher angegebenen 
Umstände, unter denen die Singularitäten vermieden werden. erscheinen jedoch 
physikalisch noch etwas künstlich!!. 


11.7 Ausblick 


Vom Standpunkt des Quantisierungsprogramms (via Feynman-Wegintegral). 
dessenthalben ja Eichversionen der Gravitationstheorie hauptsächlich propa- 


??&. Trautman. loc. cit. und Nature (Phys. Sci.) 242, T {1973}: W. Kopezynski. Phys. 
Lett. 43A. 63 1973). 


IL]. Stewart. P. Hajicek. Nature (Phys. Sci.) 244, 96 (1973). 
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giert wurden. hat sich dabei? ein Impaß ergeben: die erwähnten Ansätze haben 
entweder eine renormierbare Störungstheorie, oder eine unitäre $-Matrix. aber 
nicht beides zugleich. Andererseits ist vom physikalischen Standpunkt ans die 
Herstellung einer renormierbaren Störungstheorie nicht als das vorrangige Ziel 
anzusehen — jedenfalls ist nicht zu erwarten. daß höhere Quantenkorrekturen 
störungstheoretischer Art bald experimentell verifizierbar werden. Dennoch ist 
die Frage nach der Quantisierung des Gravitationsfeldes von prinzipieller Be- 
deutung. und vielfach erwartet man sich sogar von der Lösung des Problems 
auch die Lösung von Problemen, die in den Quantenfeldtheorien der Teilchen- 
physik nach wie vor bestehen: d.h., nur eine TOE („theory of everything“) soll- 
te frei von Kosistentproblemen aller Art sein. (Es entsteht bei diesem Begriff 
allerdings das Gefühl. daß sich dahinter ernstere erkenntnistheoretische Pro- 
bleme verbergen.) Vom Standpunkt der allgemeinen Relativitätstheorie sind es 
freilich ihre eigenen inneren Probleme - das Auftreten von Singularitäten in 
der Kosmologie und beim Gravitationskollaps — . welche nach einer möglichen 
Behebung durch Quantenbetrachtungen rufen. 
Die diesbezüglichen Hoflnungen richten sich derzeit auf drei Möglichkeiten: 
1. Superstrings und „nichtkommutative Differentialgeometrie”. 2. Kanonische 
Quantisierung in geeigneten Variablen, 3. Feynman-Wegintegralquantisierung 
mit Integration über positiv-definite oder sogar komplexe Metriken. Es ist hier 
nicht der Ort. diese Zugänge zu diskutieren, zumal keiner von ihnen derzeit mit 


dem Experiment in Verbindung gebracht ist oder allgemein zeigen würde. wie 
das Problem der Singularitäten in der klassischen Theorie dabei gelöst wird. 
asievollen Ansätze in allen drei 


(Als Auswahlkriterium für die ungemein phant 
non au fuckeunesn dient meist die Bedingung, daß die ae 
und Entropie der schwarzen Löcher ER die a inflationäre Phase des 
frühesten Universums als Grenzfälle resultieren solien.) . Fan 
Als philosophische Herausforderung sei hier dazu nur in nn = 
berühmten Interpretationsprobleme der Quantenmechani n E n = 
schwarzer Löcher. vor allem aber im Zusammenhang mit der osıno en r i 
wesentliche Verschärfung erfahren. ja möglicherweise eine Änderung im grun 


j y li soll die Vorher- 
theorie erfordern. Von W. Pau 
BR ch mindestens 100 Jahre (von seinen Lebzeiten an 


sage stammen. es wür N : : 
a) brauchen. um der Vereinigung von Quantentheorie und Be 

j ö = ist spannend. ob diese 
Relativitätstheorie entscheidend näherzukommen. Es ist spannen 
Vorhersage unterboten werden kann. 


Aufgaben FR 
schwindender Torsion e*7,5 as N er x + Giger} wo O5 
2.7.14) ist. 


n Isham. Penrose & Sciama 


1. Zeige. daß bei ver: 


der Einsteintensor ( 
(1931); Proc. GRG9Y Conference. 


12P. yanı Nieuwenhuizen. i 
Jena 1980. 
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. Zeige, daß für jede vektorielle p-Form 4° die Gleichung A® A e?! = 0 für 


n2p+2 4% = (0 impliziert. 


. Wie sieht die Bianchi-Identität für P-Übertragungen aus? 


-8=hnk sei eine die Reduktivitätsbedingung erfüllende Liealgebra und 


=°G. = Ds#H,„+%x°K. die entsprechende Zerlegung der Konnexi- 
onsmatrix. Zeige. daß die u“ unter H tensoriell transformieren. 


. Stelle die Differentialgleichung für die „Parallelverschiebung“ von Punkten 


des aflinen Tangentialbündels längs einer gegebenen Kurve im Sinn der af- 
finen Übertragung auf! 
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